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KATA PENGANTAR

Buku ini merupakan seri pertama dari dua seri yang direncanakan.
Buku ini ditulis dengan latar belakang bahwa pada perkembangan
belakangan ini ilmu ekonomi mengembangkan berbagai teori
baru dengan pendekatan matematika yang sangat intensif. Hampir
semua teori baru dalam ilmu ekonomi belakangan ini diekspresikan
dengan model matematis. Untuk itu mereka yang menyukai pengem-
bangan pemikiran/keilmuan di bidang ekonomi sangatlah membu-
tuhkan suatu instrumen untuk membangun model untuk kemudian
melakukan analisis atasnya yang darinya bisa ditemukan aturan-aturan
baru dalam setiap area. Buku ini adalah suatu referensi yang darinya
seseorang bisa memperoleh gambaran bagaimana memahami model
dan pemodelan serta membangun model vang dimaksudkan.

Bagian pertama dari buku ini membicarakan mengenai jenis-
Jenis model dari semua model yang ada. Sementara bagian keduanya
membicarakan masalah instrumen-instrumen yang biasa dipakai
dalam pemodelan. Dengan rangkaian konten seperti ini pembaca
diharapkan sudah akan mampu mengenali berbagai jenis model
beserta instrumen yang digunakan untuk melakukan pemodelan.
Selanjutnva mereka akan bisa terbantu ketika membaca bahan bacaan
baik dari journal maupun buku referensi yang biasanya menyajikan
berbagai model baru yang belum pernah dikenali sebelumnya.

Ucapan terima kasih penulis haturkan kepada para kolega atas
waktu yang telah diluangkan untuk memberikan umpan balik dalam
penyelesaian buku ini. Saya juga mengucapkan terima kasih kepada
berbagai pihak yang tidak bisa saya sebut satu persatu yang telah
memberi support atas penulisan dan penerbitan buku ini.

Sava juga merasa berhutang budi kepada Uiversitas Islam Indonesia
vang telah memberikan dukungan yang begitu besar kepada penu-
lisan dan penerbitan buku ini. Semoga buku ini menjadi rujukan /
referensi bagi para aktivis pemodelan dan para akademisi dalam
menjalankan profesinya.

Yogyakarta, Agustus 2023

Penulis
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1.1. MODEL

Model biasa dimaknai sebagai sesuatu yang digunakan untuk
melakukan simplifikasi dari suatu keadaan yang dianggap kompleks.
Sebagai misal adalah bagaimana gambaran mengenai masyarakat
yang beradab itu? Di sini daripada harus inenggambarkan secara
komplit mengenai detil dari spesifikasi masyarakat yang dimaksud,
orang bisa menunjuk suatu negara atau daerah tertentu di dunia ini
yang paling pas bisa menggambarkan keadaan dari masyarakat yang
dimaksud. Begitu juga ketika orang ingin memberikan gambaran
spesifikasi yang sangat kompleks mengenai sosok pemimpin yang
ideal orang bisa menunjuk pada pribadi dari tokoh tertentu yang
dianggap mewakili spesifikasi ini. Dalam kasus seperti ini model
dimaknai sebagai contoh.

Dalam kasus yang lain orang berusaha merepresentasikan sesuatu
dengan cara menggambarkan secara detil sesuatu tersebut. Dalam hal
ini gambar anatomi tubuh manusia adalah merupakan model untuk
memahami bagaimana bagian tubuh yang satu berhubungan bagian
tubuh yang lain. Senada dengan hal ini adalah peta-peta kuno vang
dibuat manusia yang mencoba menggambarkan bagaimana posisi
dan tata letak suatu tempat relatif terhadap tempat-tempat lain vang
ada. Termasuk dalam kelompok ini adalah ketika seseorang berusaha
merepresentasikan secara detil dan teliti atas sesuatu dalam bentuk
tiga dimensi yang mana bentuk dan dimensinya adalah persis sama
seperti bentuk yang sebenarnya. Hal ini kemudian disebut prototype.
ada juga yang menyebutnya sebagai maket.

Dalam kasus vang lain vang sering terjadi adalah di mana seseo-
rang menghadapi adanya suatu kerumitan vang dihadapi yang berasal
dari hubungan kait mengait dari satu keadaan dengan keadaan lainya
baik yang langsung mengikuti maupun dalam selang beberapa waktu
berikutnya. Adakalanya terdapat hubungan secara bersamaan vang
susah dijelaskan antara berbagai variable. Berrlatar belakang pada
semua kompleksitas ini kemudian orang berusaha untuk mengurai
kekusutan hubungan ini dengan menyusun model.

Pada abad moderen ini orang tidak bisa lepas dari penggunaan
model untuk menggambarkan sesuatu baik yang nyata yang sudah
ada dan hidup dalam alam keseharian manusia maupun sesuatu yang
masib diangan-angankan oleh seseorang ataupun sekelompok orang.
Model-model ini menyangkut model tentang cuaca, seismic-geology,
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dinamic dari angin dalam mengangkat bodi pesawat. Selain hal terse-
but area ilmu pengetahuan sosial, ilmu ekonmi, juga tidak terlepas
dari penggunaan model tersebut.

Model-model ini diekspresikan melalui berbagai macam cara vang
akan dibahas pada bagian-bagian berikut ini.

1.2. MEMAHAMI PEMODELAN (MODELLING)

Pemodelan adalah suatu upaya yang dilakukan untuk membangun
suatu model. Seringkali pemodelan ini menjadi suatu kegitan yang
sangat menarik. Suatu perusahaan yang bergerak pada bidang aero-
nautica manufacturingsedang merencanakan membangun suatu model
baru dari suatu pesawat masa depan. Dalam kegiatan perancangan ini
mereka mutlak menggunakan suatu model. Usaha yang dia lakukan
adalah pemodelan atau modelling dengan membuat purwarupa {proto-
lype} dari pesawat yang sedang dipertimbangkan untuk diproduksi.
Tentu saja ukuran dan dimensi dari pesawat purwarupa yang sedang
dalam perencanaan ini adalah sangat kecil, bahkan ukurannya bisa
dikatakan sangat mini.

Di sini yang menjadi perhatian tidak hanya bentuknya saja. Namun
Jjuga berat, bentang dan model sayap, panjang bodi, desain ekor, flap
dan juga masalah teknis serta segala aspek yang ada pada pesawat
asli (nantinya). Semua itu termuat dalam bentuk purwarupa terse-
but. Purwarupa ini nantinya tidak hanya sekedar untuk dipamerkan,
namun lebih dari itu akan diujicoba untuk diterbangkan dan bahkan
tidak jarang dilakukan manuver. Dari proses ujicoba terbang ini kemu-
dian diamati, dipelajari, dan dilakukan analisis atas performansi dari
pesawat yang masih sebagai purwarupa tersebut. Dari hasil analisis
ini kemudian bisa dilakukan perbaikan-perbaikan yang diperlukan
hingga tercapai performansi vang diharapkan.

Usaha ini tentu saja bisa menghemat banyak biaya karena perusa-
haan tidak mungkin membuat pesawat yang sebenarnya dalam bentuk
vang asli hanya untuk diuji coba yang terdapat kemungkinan besar
terjadi kegagalan. Hal itu tentu saja akan membahayakan pilot yang
menerbangkannya karena belum diketahui sama sekali sebelumnya
performansi dari pesawat tersebut.

Sebaliknva jika menggunakan purwarupa sebagai media untuk
ujicoba maka jikalau terjadi kegagalan tidak akan menimbulkan keru-
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gian yang besar kepada perusahaan. Dalam hal ini jika ternyata terjadi
kegagalan atau kondisi yang tidak diharapkan/diinginkan maka
kemudian akan dilakukan perubahan-perubahan yang diperlukan.

Kegiatan ini biasa disebut sebagai aeromodelling. Kegiatan ini
ternyata telah berkembang tidak hanya sebatas pada kegiatan peru-
sahaan untuk tujuan yang digambarkan di atas, namun kegiatan ini
kemudian dikembangkan oleh para hobiist sebagai hobi yang populer
vang tidak ada kaitannya dengan usaha perencanaan pembuatan
pesawat dengan model baru.

1.3. SIMULASI

Seringkali orang membuat kerancuan ketika berusaha memahami
model dengan simulasi. Kedua hal tersebut dianggap sebagai hal yang
sama sehingga bisa menggantikan satu sama lain. Memang, model dan
simulasi mempunyai hubungan vang sangat erat. Dalam hal model,
adabeberapa model yang digunakan hanya untuk merepresentasikan
sesuatu. Namun juga terdapat beberapa jenis model yang digunakan
untuk mengetahui perilaku, dalam rangkaian waktu, dari suatu system
vang digambarkan oleh model tersebut. Untuk mengetahui perilaku
yang dimaksud di sini diperlukan suatu simulasi.

Dengan pemahaman dari simulasi yang seperti ini maka terdapat
beberapa jenis pemodelan yang diikuti oleh simulasi. Dengan simuasi
vang dilakukan bisa diberikan evaluasi mengenai bagaimana perfor-
mansi model vang dibangun tersebut. Jika dari hasil simulasi diketahui
bahwa performansi model belum sesuai dengan yang diharapkan
dalam arti model yang dibangun belum bisa mereplikasi pergerakan,
dalam rangkaian waktu, dari data asli maka model tersebut perlu
dilakukan perbaikan. Contoh dalam aeromodelling dengan menggu-
nakan purwarupa di atas, ketika dilakukan ujicoba maka penerbangan
ujicoba tersebut bisa dipandang sebagai bentuk simulasi.

Bentuk lain dari simulasi adalah flight simulator. Di sini simu-
lator dibangun dengan terlebih dahulu membuat perangkat yang
bisa mereplikasi dari penerbangan suatu pesawat. Dalam system ini
dihadirkan sensasi yang menyerupai sensasi dari suatu penerban-
gan pesawat, terutama yang ada di dalam cockpil. Sensasi ini adalah
menyangkut semua gerak menanjak, menurun baik dengan segenap
badan maupun hanya hidung, miring, akselerasi dan pengurangan
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kecepatan, touch down ataupun take-off. Intinya semua hal yang
terjadi pada cockpit dalam kaitannya dengan segala instrumen yang
ada di dalamnya. Simulator tersebut bisa dipandang sebagai model
operasional dari suatu pesawat. Ketika simulator tersebut diopera-
sionalkan oleh personnel penerbangan maka hal itu bisa dikatakan
bahwa kegiatan tersebut adalah suatu simulasi penerbangan.

Hal vang senada dengan hal di atas namun diaplikasikan pada
pemodelan ekonomi biasa disebut model perekonomian. Hal ini bisa
meliputi suatu daerah saja atau meliputi suatu negara secara keseluru-
han. Dalam hal seperti ini perekonomian digambarkan sebagai suatu
sistem yang kait-mengait antara berbagai sektor yang ada dalam
perekonomian yang berasangkutan. Dalam sistem tersebut juga
dimasukkan berbagai variable baik variabel utama maupun variabel
pendukung dan bagaimana mereka saling mengait dan berkelindan
dalam membentuk suatu keadaan ekononomi pada segmen tertentu
dalam sistem yang bersangkutan. Hal tersebut bisa dikategorikan
sebagai model dinamis dari suatu perekonomian. Biasanya sebelum
hal itu secara resmi dioperasikan terlebih dahulu kepadanya dilaku-
kan validasi dengan melakukan simulasi vang bersifat ex-post. Hal ini
dilakukan untuk meyakinkan bahwa model tersebut telah mampu
melakukan replikasi dari setiap pergerakan dari sistem perekonomian
vang bersangkutan. Setelah semuanva sudah menunjukkan perfor-
mansi yang bagus, maka seseorang bisa menggunakan model terse-
but untuk suatu simulasi dengan tujuan perumusan suatu kebijakan.
Dengan simulasii ini bisa diketahui bagaimana dampak dari suatu
kebijakan terhadap perekonomian. Sebagai misal adalah bagaimana
jika pemerintah menaikkan tingkat bunga. atau memotong penge-
luaran, atau menaikka tingkat pajak, atau memberikan bebas pajak
kepada investor baru, dlsb. Semua ini bisa dilihat akibatnya pada
hasil akhir dari simulasi Hasil simulasi ini tidak hanya menyangkut
atas segmen tertentu saja namun juga bisa dilihat dampaknya pada
berbagai segmen perekonomian yang ada.

Dengan pemaparan yang dilakukan di atas maka bisa dibedakan
dengan jelas antara kegiatan pemodelan dan kegiatan simulasi. Selan-
Jjutnya dalam buku ini pembahasan akan ditekankan pada pemodelan
(modelling)
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Terdapat beberapa jenis model di mana seseorang menyusunnya
dengan tujuan yang bermacam-macam pula. Jenis-jenis model ini
secara garis besar bisa dikelompokkan menjadi dua

2.1. Pemodelan Static (Statical Modelling)

Pemodelan statis dibuat dengan tujuan untuk menunjukkan
sesuatu di mana deskripsi yang ada menunjukkan potret sesaat (snap-
shot) dari esensi permasalahan vang ingin ditampilkan. Karena sifat-
nva hanya potret sesaat inilah maka cara ini disebut pemodelan yang
bersifat statis (statical). Pengertian statis di sini tidak bisa dimaknai
bahwa hal itu tidak bisa ditujukan untuk menggambarkan sutu proses
vang mengalir. Untuk memahami hal ini, akan menjadi jelas ketika
pembahasan sudah memasuki bagian pemodelan dinamis (dynamic
modelling).

Dalam hal pemodelan statis ini seseorang mempunyai beberapa
pilihan dalam melakukan pemodelan. hal ini bergantung pada tujuan
dari melakukan pemodelan tersebut. Hal ini akan dibahas pada bagian
berikut ini.

2.1.1. Pemodelan Diagramatis Statis (Static Diagrama-
tical Modelling)

Pemodelan diagramatis biasanya dilakukan guna menun-
jukkan suatu proses yang statis. Berikut adalah contoh-contoh
dari pemodelan diagramatis.

INPUT oo— PROSES | m—— OUTPUT

Gambar 2.1

Gambar di atas menunjukkan suatu sistem dalam suatu
proses roduksi di mana di dalamnva terdapat adanya beber-
apa aktifitas. Tanda panah yang menghubungkan tiga kotak
dimaksudkan untuk menunjukkan arah darai aktifitas vang
ada dalam sistem produksi tersebut. Secara lebih rinci bisa
dikatakan bahwa kegiatan vang ada diawali dari aliran input,
dalam banyak hal jumlahnya lebih dari satu, yang masuk keda-
lam sistem, Selanjutnva input tersebut kepadanya dilakukan
suatu proses perubahan atau produksi vang darinya dihasilkan
suatu hasil vang disebut output.
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Selain model seperti di atas juga banyak ditemui model yang
menggambarkan proses pelayanan pada instansi pemerintah
tertentu seperti digambarkan pada gambar berikut ini.

DITERIMA DITERIMA

I A4
: A4 )4
PENDAFTARAN " VALIDASI (—— ACCESSMENT Il:() SENERBUAN

| LIN
T

Gambar 2.2,

Pada gambar di atas terlihat adanya diagram alur dari suatu
proses pelavanan perijinan dalam suatu instansi pemerin-
tah vang menunjukkan keseluruhan proses dari pendaftaran
hingga penerbitan ijin. Tanpa harus menggunakan narasi. seba-
gian besar orang sudah bisa memahami bagaimana proses dari
penerbitan ijin tersebut.

Gambar 2.35.

Berbeda lagi dengan peta vang dipaparkan dalam Gambar
2.3. di atas. Pada gambar tersebut disajikan model mengenai
suatu kota vaitu Timbuktu. Gambar tersebut menunjukkan
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relung-relung kota dan jalan-jalan yang menghubungkan
tempat satu dengan tempat lainnya di kota tersebut. Di gambar
tersebut juga disajikan tempat-tempat yang penting. Walaupun
hal ini hanya sebuah peta namun hal itu bisa mewakili kondisi
dari kota yang bersangkutan.

2.1.2. Pemodelan Geometris Statis (Static Geometrical
Modelling)

Pemodelan geometris menggunakan bentuk-bentuk bangun
geometris maupun grafik dalam merepresentasikan suatu obyek
vang ingin ditampilkan. Berikut ini adalah contoh-contoh dari
model geometris

L4

@ « ®

Gambar 2.4.

o

v ¥

RN ' T
Gambar 2.5.

b4 C

T™L

TFC

=y
= AFT

c e
(2} (b}

Gambar 2.6.
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mC

Q

Gambar 2.7,

Pemaparan yang ditampilkan pada Gambar 2.4. sampai
dengan Gambar 2.7. menunjukkan model geometris vang
bertunjuan untuk menunjukkan/representasi dari obyek-
obyek tertentu.

Gambar 2.4., panel (a), merupakan model yang menunjuk-
kan perilaku dari kurva permintaan . Kurva ini menunjukkan
adanva hubungan antara harga (P) dengan kuantitas (Q). Pada
panel (b) dari Gambar 2.4. terdapat informasi mengenai hubun-
gan antara harga dan jumlah barang yang dipasok ke pasar.

Gambar 2.5. pada panel (a) menunjukkan adanya hubun-
gan antara barang X dan barang Y dalam kaitannya dengan
pengeluaran yang dibatasi dengan anggaran konsumen yang
sudah tertentu yaitu sebesar B. Grafik tersebut menggambarkan
adanya trade-off antara kedua banrang. Slope dari kurva terse-
but menunjukkan rasio antara harga dari kedua barang, P, / P..

Pada panel (b) Gambar 2.5. menunjukkan adanya hubu-
ngan antara barang X dan Y dalam kaitannya dengan perolehan
tingkat kemanfaatan (utility}. Kurva tersebut menunjukkan
juga adanya trade-off antara kedua barang untuk menjaga agar
jumlah utility yang diterima oleh konsumen tidak berubah di
sepanjang kurva tersebut

Gambar 2.6. dan Gambar 2.7. merepresentasikan perilaku
dari berbagai biaya: biaya tetap total (TFC), biaya variable total
(TVC)}, biava produksi total (TC), biaya tetap rata-rata (AFC),
biaya variable rata-rata (AVC), biaya produksi rata-rata (AC).

Pada Gambar 2.8. menunjukan hubungan antara biaya AC

dan MC di mana terlihat MC memotong AC tepat pada titik
minimum dari.AC. Hal ini tidak terjadi begitu saja atau hasil
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dikarang oleh seseorang. Namun hal itu muncul seperti pada
gambar tersebut berasal dari hasil pemodelan (modelling). Hal
ini akan dibahas lebih dalam pada bagian berikut di belakang.

2.1.3. Pemodelan Simbolis-matematis Statik (Static
Symbolical-mathematical Modeling)

Pemodelan dengan pendekatan ini (symbolical-mathematical)
dilakukan dengan mengekspresikan suatu hubungan dengan
menggunakan simbol matematika. Model jenis ini biasanya
diperuntukkan untuk audience atau pembaca dengan latar
belakang pelatihan/training yang lebih tinggi di bidang
matematika. Kelebihan dari model ini adalah bisa dilakukan
analisis atas ekspresi model yang bersangkutan yang kemudian
hasil analisis tersebut menunjukkan adanya aturan atausituasi
atau persyaratan tertentu. Berikut ini adalah ekspresi model
matematis dari Gambar 2.4. sampai dengan Gambar 2.7,

Gambar 2.4. panel (a) bisa diekspresikan sebagai:
Q=/P)
dQ/dP<0
dQ) /dP < 0 adalah slope dari kurva permintaan

Gambar 2.4. panel (b) bisa diekspresikan sebagai:
Q=/P)
dQ/dP>0
dQ /dP > 0 adalah slope dari kurva penawaran

Gambar 2.5. panel (a) bisa diekspresikan sebagai:
B=P,X+P.Y
Dengan P, /P, adalah slope dari garis bajed tersebut di mana
mempunyai tanda negatif.

Gambar 2.5. panel (b) bisa diekspresikan sebagai:
U= fIX)Y)
Gambar 2.6. panel (a) bisa diekspresikan sebagai:
TC=TFC+TVC

Gambar 2.6. panel (b) bisa diekspresikan sebagai:
AC=AFC+AVC
Gambar 2.7. panel bisa diekspresikan sebagai:
d(4AC) _ 1

=—(MC - A4C)
dgo o

—




13

Jenis-jenis Model

2.2. Pemodelan Dinamis (Dynamical Modeling)

Berbeda dengan pemodelan yang bersifat statis, pemodelan dina-
mis di sini menggambarkan adanya pergerakan secara terus menerus
dari system yang menjadi perhatian. Inti dari pemodelan dinamis di
sini menunjukkan substansi dari system yang terus bergerak. Selain itu
pendekatan pemodelan ini menggambarkan adanva proses umpan
balik vang kontinyu sehingga hal itu menyerupai gerak spiral baik ke
atas maupun ke bawah.

Sama seperti yang ada pada pemodelan statis, pemodelan dinamis
ini juga bisa digolongkan menjadi beberapa kelompok sebagaimana
dibahas pada seksi berikut ini

2.2.4. Pemodelan Diagramatis Dinamis (Dynamic
Diagramatical Modelling)

INFLOW

REGULATING =3+ | ¢ i

VALVE |

Gambar 2.8.

Gambar di atas menunjukkan adanva proses aliran air dalam
drum di mana aliran vang masuk bisa disetel. Dalam hal ini
aliran air (inflow) vang masuk besarnva disetel sesuai dengan
aliran keluar (outflow) sedemikian rupa sehingga ketinggian air
vang ada di drum tetap konstan pada level minimum (minimum
stock). Outflow vang ada kemudian dipompakan kembali ke
atas untuk dialirkan masuk ke dalam drum. Demikian proses
ini akan terus berlanjut.
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/—\4.
8 | PENERIMAAN
SALDO \_) BUNGA
+\/
Gambar 2.9,

System yang ditunjukkan pada gambar di atas merepresenta-
sikan suatu proses dari saldo dalam suatu rekening bank. Setiap
bulan saldo tersebut selalu bertambah dengan adanya peneri-
maan bunga yang diberikan oleh pihak bank. Selanjutnya pada
waktu berikutnya jumlah penerimaan bunga dari bank akan
meningkat seiring dengan dengan jumlah saldo yang mening-
kat. Dengan demikian jumlah saldo yang ada di dalam rekening
akan semakin membesar seiring dengan berjalannya waktu,

N O\

a3 B8

N

Gambar 2,10,

Kasusnya agak berbeda dengan kasus yang digambarkan
pada Gambar 2.9. di atas. Gambar tersebut menunjukkan dina-
mika dari jumlah kelahiran-jumlah penduduk-kematian vang
kemudian membentuk suatu sistem. Sistem tersebut bekerja
secara terus menerus dengan kekuatan yang ada pada dirinya.
vaitu: jumlah kelahiran pada akhirnya akan menambah jumlah
penduduk yang pada periode berikutnya akan kembali mining-
katkan jumlah kelahiran karena adanva perkawinan di antara
para penduduk. Selanjutnya karena adanva pernikahan di
antara mereka maka hal ini akan meningkatkan lagi jumlah
kelahiran. Di lain pihak dari jumiah penduduk yang ada akan
pada mengalami kematian dikarenakan umur mereka vang
sudah wa. Hal ini juga berproses sebagamana vang terjadi pada
kelahiran. Kematian menyebabkan jumlah penduduk berku-
rang. Dengan demikian kenaikan jumlah penduduk yang dise-
babkan oleh adanya jumlah kelahiran yang meningkat akan
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diimbangi, di lain pihak, oleh peningkatan jumlah kematian.
Pertumbuhan penduduk yang akan terjadi bergantung pada
selisih dari tingkat kelahiran dan tingkat kematian.

2.2.5. Pemodelan Geometris Dinamis (Dynamic
Geometrical Modelling)

Sama seperti pada pemodelan statis, dalam pemodelan dina-
mis ini juga dikenal juga pendekatan pemodelan dengan meng-
gunakan pendekatan geometrik. Berbeda dengan pendekatan
geometrik yang ada pada pemodelan static, dalam pendekatan
geometrik di sini yang menjadi perhatian adalah perilaku dari
variabel utama dalam rangkaian waktu. Dengan kata lain di sini
hanya terdapat dua variabel yaitu variabel utama dan variabel
waktu. Sebagai contoh dalam Gambar 2.8. di atas. walaupun
terdapat 4 (empat) variabel: Saldo, penerimaan bunga, tingkat
bunga dan waktu namun yang akan muncul dalam representasi
geometrik hanyalah variabel saldo dan waktu saja. Dalam hal
ini model ini hanya akan menunjukkan perkembangan saldo
sebgai variabel utama dalam rangkaian waktu tertentu. Berikut
adalah ekspresi geometrik dari suatu system.

Exponential
Growth

Time

Gambar 2.11.

Goai-seeking

—

Gambar 2,12,

Time
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Y
S-shaped
Growth

'
L]
i

Time
Gambar 2.13.
Y
Oscillation
Time
Gambar 2.14.

Gambar 2.10 sampai dengan Gambar 2.13. menunjukkan
system yang berjalan secara terus menerus dengan kekuatan
yang ada dari dirinva sendiri. Gambar 2.10. menunjukkan proses
dengan pertumbuhan yang exponential. Hal ini terjadi dikare-
nakan dalam system yang bersangkutan hanva mempunyai feed-
backvang positif dan tidak ada sub-system dengan proses feedback
negatif yang berfungsi sebagai penyeimbang.

Gambar 2.11. menunjukkan perubahan yang bersifat goal seek-
ing. Goal seeking di sini dimaknai sebagai pertumbuhan dengan
pertumbuhan vang positif namun dengan ukuran pertumbu-
han yang terus mengalami penurunan dari waktu ke waktu.
Sehingga pada titik waktu tertentu tingkat pertumbuhannva
menjadi nol dan grafikya datar.

Gambar 2.12, menunjukkan model pertumbuhan dengan
bentuk huruf S. Bentuk huruf S ini sebenarnva disebabkan
oleh adanva pertumbuhan vang bersifat exporential, namun di
dalam system vang bersangkutan terdapat adanya batas vang
mengekang berkelanjutannya pertmbuhan tersebut. Kendala
tersebut bisa berupa misalnya bahan baku yang harus diek-
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splorasi dari alam yang pada saat itu menjadi semakin menipis
dan menipis. Sehingga mulai dari titik waktu itu pertumbuhan
mengalami pembalikan yang tadinya terjadi dengan tingkat
pertumbuhan positif kemudian berbalik menjadi negatif. Hal
ini ditunjukkan oleh titik K dan terjadi pada titik waktu ¢,

Gambar 2.13. menunjukkan proses di mana terdapata adanya
osilasi. Hal ini disebabkan oleh adanya pengaruh yang terjadi
secara lambat (bedakala). Selain itu hal ini disebabkan oleh
karena adanya overshoot (kelebihan). Biasanya pelaku pengam-
bil kebijakan, atau semacamnya, yang belum memahami
sepenuhnya perilaku system akan mengira bahwa treatment yang
mereka berikan tidak atau kurang memberikan efek seperti
vang diharapkan. Oleh karena itu mereka merasa perlu untuk
menambah dosis dari {reatment yang mereka berikan. Padahal
kalau mereka memahami perilaku system sepenuhnya maka hal
itu tidak diperlukan karena penyebabnya adalah adanya sifat
tunda pengaruh (effect). Dalam hal ini tindakan vang diperlukan
hanyalah bersabar menunggu sampai efek dari treatment yang
diberikan mulai bekerja.

Justru karena ketidak tahuan ini menvebabkan terjadinva
overshoot (kelebihan) dosis freatment, sehingga ketika waktu
tunda pengaruhnya sudah habis maka terjadi lompatan yang
disebabkan oleh besarnya dosis treatment. Hal ini akan menve-
babkan terjadinya keterkejutan vang menvebabkan pelaku
buru-buru mengambil tindakan untuk menghentikan lompatan
tersebut vang justru akan mejadikan adanya lompatan kebawah.
Proses ini kalao digambarkan seluruhnya akan menunjukan
adanya osilasi sepertii pada gambar 2.13.

2.2.6. Pemodelan Dinamis Simbolis-Matematis
(Dynamic Symbolical-mathematical)

Ekspresi baik diagramatik maupun geometrik sebagaimana
dipaparkan di atas bisa juga direprentasikan dalam ekspresi
mate matik.

Gambar 2.10. mempunyai padanan ekspresi berikut ini:
1=e"
Gambar 2.11. mempunyai padanan ekspresi berikut ini:
| = @u/nn
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Di mana n mengambil nilai dari 1 sampai dengan o

Gambar 2.12. bisa diekspresikan sebagai:
P 1

C ™ 14o8C=N
Di mana P: population growth

;g=1,h=0

C: Carrying Capacity
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1. PENDAHULUAN

Relasi, fungsi, persamaan dan grafik merupakan elemen-elemen
penting dan fundamental dalam analisis matematika. Banvak perinas-
alahan vang dihadapi dalam area ekonomi maupun bisnis bisa dimod-
elkan dan selanjutnya diselesaikan dengan baik melalui pendekatan
grafik, fungsi dan persamaan. Pendekatan fungsi bisa mengidentifi-
kasi sifat hubungan dari dua atau lebih variable-variable. Pendekatan
melalui metoda grafik bisa menjelaskan perilaku secara detail dari
suatu variable. Pendekatan persamaan mampu menentukan nilai dan
lokasi dari suatu penyelesaian.

2. RELASI DAN FUNGSI

Relasi dan fungsi merupakan konsep vang paling banyak dipakai
dalam analisis ekonomi baik ekonomi mikro maupun ekonomi makro
dan juga cabang-cabangnya. Relasi dan fungsi juga menempati posisi
yang sangat menentukan dalam analisis ekonometrika. Untuk itu
sangat perlu untuk membahas secara khusus konsep relasi dan fungsi
beserta aplikasinva dalam ekonomi. Seksi-seksi di bawah ini akan
menampilkan diskusi mengenai hal tersebut.

2.1. Relasi

Relasi adalah semua bentuk hubungan di mana setiap elemen yang
ada dalain domain (input) mempunvai kaitan dengan satu atau lebih
elemen yang ada dalam range (output). Gambar 3.1. dan Gambar 3.2
berikut ini merupakan representasi dari relasi.

Sebagai ilustrasi tambahan, tabel berikut ini menampilkan

contoh-contoh vang bisa memperjelas konsep tersebut.
Lamain Range

gambar 3.1.
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Range

gambar 3.2,

Tabel. 3.1.Relasi

No.| Demain _|Hubungan (relasi) Range Penjelasan
1 { Himpunan Kuadrat dari Himpunan Jika seluruh bilangan bulat
bilangan bulat bilangan bilangan {domain} dikuadratkan (relasi)
maka hasilnya akan merupakan
anggauta himpunan bilangan
(range)
2 | Himpunan | Akar dari setiap Himpunan Semua bilangan yang
bilangan vang bilangan bilangan bulat | merupakan kuadrat sempurna
merupakan {domain) jika diambil akar
kuadrat {relasi) maka hasilnya
sempurna merupakan anggauta himpunan
bilangan bulat
3 | Orang vang Dihitung Himpunan | Semua orang vang mempunyai
mempunyai Orang vang | saudara (domain) jika diminta
saudara mempunyai menvebult saudara mereka
saudara (relasi) maka dipastikan mereka
adalah orang vang mempunvai
saudara (range)
4 |Harga barang Dinaikkan Himpunan | Harga barang dan jasa (domain)
dan jasa dalam bilangan riil vang mengalami kenaikan
sualu negara positil {relasi) maka kenaikan tersebut
merupakan anggauta bilangan
riil posilif (range) karena kalau
negatil pengertiannya bukan
lagi kenaikan tetapi penurunan
5 Utilitas Pertumbuhan Himpunan Ulilitas marginal (domain)
marginal bilangan negatif] jika ditambah (relasi) maka
akan menghasilkan bilangan
negatif (range). Hal ini berdasar
pada hukum penurunan dari
marginal utilitv
6 [Suatu keadaan Evaluasi Suatu keadaan Jika terdapat kekurangan

di mana di mana

terdapat terdapat
kekurangan kelebihan

pasokan permintaan

pasokan {domair} dan dievaluasi
(relasi) dan disimpulkan
hal rersebut terkail dengan

kelebihan permintaan (range).
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Ilustrasi melalui Gambar 3.1. dan Gambar 3.2, maupun tabel 3.1.
mungkin bagi sementara orang belum bisa memberikan gambaran
vang jelas mengenai konsep relasi ini. Gambaran yang lebih jelas bisa
diperoleh ketika konsep relasi ini diekspresikan melalui sistem koor-
dinat Cartesian. Dalam sistem koordinat Cartesian, domain berada
pada sumbu X (absisca) dan range berada pada sumbu Y (ordinale).
Pada gambar berikut ini relasi pada nomor 1 dan 2 dalam tabel 3.1. di

atas direpresentasikan dalam sistem koordinat Cartesian.
1 el

Y| Y, himpunan Y| Y. Himpunan
bilangan bilangan bulat
Y=X
g f------ X, Himpunan
' bilangan kua-
: drat sempurna
; ¥=vX
arp P ] — ;
| /i bilangan bulat H :
LN A % i : H x
0123 1 4 9
Gambar 3.3.
2.2. Fungsi

Fungsi adalah sebuah relasi yang mana setiap elemen vang ada
dalam domain hanya terkait dengan satu dan hanya satu elemen dalam
range. Dengan definisi seperti ini maka bisa dikatakan bahwa relasi
meliputi fungsi tetapi tidak sebaliknva. Dalam Gambar 3.1. bisa dika-
takan bahwa hubungan antara domain dan range yang ada adalah
fungsi. Hal ini mengingat bahwa setiap elemen dalam domain hanya
berhubungan dengan satu elemen range. Adapun hubungan yang
digambarkan melalui Gambar 3.2. menunjukkan relasi. Hal ini bisa
dikatakan demikian karena pada elemen vang ada dalam domain
terdapat, paling tidak, satu elemen yang mempunyai hubungan
dengan lebih dari satu elemen di dalam range.

Seringkali dalam kenyataan seseorang mengalami kesusahan
dalam membedakan fungsi dari relasi. Penggambaran diagramatikal
tidak banyak membantu karena sifat hubungan dari permasalahan
vang dihadapi cukup kompleks sehingga diagram yang ada tidak
mampu menggambarkan sepenuhnya pergerakan vang ada. Untuk



23

Relasi, Fungsi, Grafik, dan Persamaan Linjer

melakukan pembedaan ini ada cara praktis yang bisa ditempuh. Cara
ini biasa disebut sebagai uji garis tegak lurus. Dengan cara ini seseo-
rang yang ingin melakukan pengujian perlu menarik satu garis tegak
lurus terhadap sumbu X pada domain yang ada hingga meliputi semua
rangeyang ada. Seterusnya jika ternyata garis tegak lurus yang dibuat
ini memotong grafik relasi pada satu dan hanya satu titik pada range
vang ada maka berarti relasi tersebut adalah fungsi. Jika sebaliknya
garis tegak lurus tersebut memotong grafik relasi pada dua atau lebih
titik pada range yang ada maka relasi tersebut bukan merupakan
fungsi. Gambar di bawah ini menjelaskan cara tersebut

Y Y
r 3 n/'

/|

{(a)
\J‘

() ()]
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Dari Gambar 3.4. panel (a) sampai dengan panel (h) disajikan
berbagai bentuk relasi yang beberapa diantaranaya berupa fungsi.
Dengan alat uji yang sudah disampaikan di depan maka bisa dilakukan
pengujian untuk membedakan mana yang berupa fungsi dan mana
vang relasi. Pada panel (a) karena garis tegak lurus yang dibuat hanya
memotong pada satu titik saja maka bisa disimpulkan bahwa grafik
tersebut menunjukkan fungsi. Pada panel b garis tegak lurus penguji
memotong grafik dua kali pada bagian bawah dan pada bagian atas
sehingga kesimpulannya adalah bahwa grafik tersebut bukan merupa-
kan suatu fungsi dan hanya relasi. Pada panel-panel yang lain pemb-
aca bisa melihat sendiri dan menentukannya bahwa garfik-grafik pada
panel (c dan f) juga bukan merupakan suatu fungsi melainkan hanya
sebuah relasi. Sementara grafik-grafik yang ada pada panel-panel
sisanya, selain panel (b), panel (c) dan panel (f), dalam Gambar 3.4.
merupakan fungsi.

Dari penggambaran di atas seseorang bisa membedakan dengan
jelas mana grafik yang merupakan relasi dan mana yang merupakan
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fungsi. Kalau dicermati lebih dalam maka akan bisa didapati adanya
bagian sentral dan penting dari pembedaan ini, vaitu: pada kasus
fungsi, hubungan (relasi) yang terjadi antara domain (X) dan range (Y)
adalah spesifik dan unik. Ambil sebagai contoh yang paling sederhana
adalah panel (g). Pada panel ini grafik yang ada menunjukkan bahwa
perubahan demain (X) akan diikuti secara konsisten oleh range (Y).
Pada grafik ini terlihat bahwa setiap saat X naik maka akan selalu
diikuti oleh penurunan Y atau sebaliknya setiap saat X turun maka
akan selalu diikuti oleh kenaikan Y. Demikian juga pada panel (a),
perubahan domain X akan diikuti secara konsisten oleh rangeY, walau-
pun “aturan” yang diikuti tidak sesederhana yang terjadi pada panel g.

Sebaliknya pada kasus relasi hal ini tidak terjadi. Grafik-grafik vang
ada pada panel (b), panel (c) dan panel (f), menunjukkan bahwa
perubahan yang tetjadi pada domain (X) diikuti secara ambigu (ambig-
uous) oleh perubahan yang ada pada range (Y). Ketika X naik maka Y
bergerak kearah dua arah: naik dan sekaligus turun (harap dicermati
pada panel (c) bahwarefleksi yang ada pada bagian bawah. daerah Y
vang negatif, juga merupakan bagian relasi yang tidak bisa dipisah-
kan).

Pengujian yang dilakukan dengan menggunakan pendekatan
uji garis tegak lurus tentu saja tidak bisa dilakukan pada jenis-jenis
relasi vang tidak bisa diekspresikan dalam bentuk grafik. Sebagai
contoh misalnya relasi yang ada di dalam tabel 3.1. nomor 3 merupa-
kan bentuk relasi vang tidak bisa diekspresikan dalam bentuk grafik.
Akibatnya pengujian dengan menggunakan garis tegak lurus tidak
bisa dilakukan pada kasus ini. Oleh karenanya perlu dihadirkan cara
tain vang bisa digunakan untuk membedakan antara fungsi dan relasi
dalam kasus seperti ini.

Untuk kepentingan ini pada seksi di bawah ini akan dilakukan
eksplorasi lebih jauh mengenai sifat dari relasi dan fungsi. Dari
eksplorasi ini nantinya diharapkan akan memperoleh hasil yang bisa
digunakan sebagai patokan yang lain dalam membedakan relasi dari
fungsi.

Untuk melanjutkannya, lihatlah kembali informasi yang ada dalam
tabel 3.1.. Di sini akan dilakukan pembalikan (nvert) antara informasi
yang ada pada domain dan range. Informasi yang ada pada domain
akan dipindahkan pada range dan sebaliknya yang ada pada range
akan dipindahkan pada domain dan akan disertakan evaluasi atas hal
tersebut. Hal ini akan disajikan pada tabel berikut ini.
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Tabel. 3.2. Pembedaan Fungsi dari Relasi

No.| Domain |Hubungan; Range Penjelasan Evaluasi
{relasi)
1 | Himpunan | Kuadrat | Himpunan | Jika seluruh bilangan |  Salah, karena
bilangan dari bilangan [(domain) dikuadratkan| bilangan pecah
bilangan bulat (relasi) maka hasilnya| juga anggauta
akan merupakan  |[himpunan bilangan
anggauta himpunan vang kalau
bilangan bulat (range) | dikuadratkan tetap
berupa bilangan
pecah
2 | Himpunan | Akar dari | Himpunan Semua bilangan  |Salah, karena tidak
bilangan setiap bilangan | bulat (domain) jika | semua bilangan
bulat bilangan vang diambil akar (relasi) [bulat kalau diambil
merupakan | maka hasilnya adalah | akarnya akan
kuadrat bilangan kuadrat menghasilkan
sempurna sempurna bilangan kuadrat
sempurna
$ | Himpunan | Dihitung | Orang vang Semua orang Benar, karena
Orang vang mempunyai | (domain) jika diminia orang vang
mempunyai saudara | . menvebut saudara discbut adalah
saudara mereka (relasi}) maka |saudara dari orang
dipastikan bahwa yang menyebut
mereka yang disebut vang berarti
adalah orang vang diz mempunyai
mempunyai saudara saudara.
( range)
4 | Himpunan | Kenaikan Harga Bilangan riil positil Salah.
bilangan riil barang dan (domain) vang Sudah jelas, tidak
positif jasadalam | mengalami kenaikan | perlu diterangkan
suatlu negaral(relasi} maka kenaikan
tersebut adalah harga
barang dan jasa dalam
sualu negara (range).
5 | Himpunan | Ulilitas | Konsumsi Bilangan negatif Salah.
bilangan | marginal |barang oleh | (demain) jika dihitung | Sudah jelas, tidak
negatil’ individu | nilai utilitas marginal | periu diterangkan
tertentu nya (relasi) maka
(>0 akan menghasilkan
konsumsi barang
6 Suatu Evaluasi Suatu  |Kelebihan permintaan Benar
keadaan keadaan (domain) jika dieva- Sesuai dengan
di mana i mana luasi (relasi), disim- logika ekonomi
terdapat terdapat pulkan ini terkait
kelebihan kekurangan | dengan kekurangan
permintaan ~ pasokan pasokan ( range)
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Pada kolom paling akhir dari tabel 3.2. di atas diberikan evalu-
asi mengenai pembalikan (inversion) tersebut sekaligus hasil vang
diperoleh darinya. Jika hasil evaluasi adalah salah maka pembalikan
tersebut tidak benar yang berarti hal tersebut tidak bisa dibalikkan
(inverse). Sebaliknya jika hasil evaluasi menghasilkan penilaian vang
benar maka pembalikan tersebut bisa dibenarkan. Satu hal yang perlu
dicatat di sini adalah bahwa pembalikan yang memperoleh evaluasi
benar menunjukkan bahwa penempatan suatu besaran pada posisi
yang manapun: input {domain) ataupun output (range) tidak menim-
bulkan kesalahan. Padahal, diketahui bahwa input dan output menun-
jukkan arah dari relasi: yaitu dari input kemudian menjadi output.
Jika arah relasi adalah spesifik maka posisi dari besaran-besaran dalam
relasi tersebut tidak bisa dibalikkan karena besaran yang berperan
sebagai output tidak bisa berganti peran menjadi input, atau sebali-
knya. Kondisi yang seperti ini menunjukkan bahwa relasi vang terjadi
bersifat kausal: besaran yang menduduki posisi sebab / cause (input)
tidak bisa ditukar dengan besaran yang menduduki posisi akibat
(effect). Hubungan yang spesifik inilah yang disebut sebagai fungsi.

Di lain pihak, jika pembalikan sebagaimana dilakukan pada tabel
3.2. bisa dibenarkan maka berarti besaran-besaran yang ada dalam
relasi bisa digantikan posisinya satu sama lain. Hal ini menunjukkan
bahwa arah relasi berasal dari manapun: dari satu besaran ke besa-
ran yang lain ataupun sebaliknya. Hal demikian berarti bahwa relasi
yang ada bukan merupakan hubungan kausal melainkan sebagai
hubungan/ relasi biasa. Karena sifat vang bukan kausal dan arah yang
tidak spesifik ini maka dalam kasus seperti ini tidak bisa ditentukan
besaran mana yang berperan sebagai “sebab” dan besaran mana yang
berperan sebagai “akibat”. Dalam analisis ekonomi dan bisnis kasus
seperti ini kemudian biasa dinamai sebagai “korelasi”. Jika hubungan
antara dua besaran dikatakan sebagai “korelasi” maka seseorang
tidak bisa menentukan besaran mana yang merupakan “sebab” dan
besaran mana yang merupakan akibat/effect melainkan hanya bisa
mengatakan bahwa kedua besaran tersebut terkait satu sama lain.

Bentuk “sebab-akibat” juga bisa dilihat pada ekspresi fungsi vang
dipaparkan pada Gambar 3.4. panel (g). Pada kasus tersebut terlihat
bahwa setiap saat X naik maka akan selalu diikuti oleh penurunan
Y atau sebaliknya setiap saat X turun maka akan selalu diikuti oleh
kenaikan Y. Begitu juga vang terjadi pada pane-panel vang lain selain
panel b, ¢ dan f. Pada panel-panel tersebut setiap perubahan (naik /
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turun) dari X sebesar satu unit akan diikuti oleh perubahan (naik /
turun) Y sebesar dY /dX.

Karena pergerakan Y mempunyai sifat “selalu” mengikuti peruba-
han X dengan cara yang tertentu maka dengan mudah bisa dikatakan
bahwasanya besaran yang diekspresikan sebagai X berperan sebagai
“sebab” dan besaran yang sebagai Y berperan sebagai “akibat”.

Karena bersifat “sebab-akibat™, maka suatu fungsi bisa didefi-
nisikan sebagai suatu hubungan ketergantungan antara satu besaran
dengan besaran yang lain di mana salah satu di antaranya merupakan
besaran vang bergantung pada besaran yang lain (effect). Besaran
vang mempunyai sifat bergantung kemudian disebut sebagai besaran
bergantung (dependent), sementara besaran yang lain karena sifatnya
bebas dalam arti tidak bergantung pada besaran yang lain disebut
sebagai besaran bebas. Dalam makna vang lain besaran bebas ini
mempunyai peran sebagai penentu atau penyebab dari nilai besaran
bergantung (akibat/¢ffect) sehingga besaran ini sering diberi nama
mengikuti peran tersebut yaitu besaran penentu (delerminant).

Dalam hal tata cara penulisan. suatu fungsi dituliskan dengan
menempatkan besaran bergantung pada ruas kiri dan besaran bebas /
penentu (determinanf) pada ruas kanan. Hal ini bisa dilihat berikut ini:

Y=f(X) (3.21)

Ekspresi fungsi di atas bisa dibaca sebagai Y adalah fungsi dari X
vang mengandung makna bahwa “Nilai dari Y bergantung pada nilai
X", Atau “nilai X menentukan nilai Y". Dalam banvak kasus adalah
sangat umum jika penentu dari nilai Y tidak hanya X saja namun juga
besaran-besaran vang lain misalnya Z, K, L. Kalau demikian halnva
maka ekspresi fungsi dari kasus ini bisa dituliskan sebagai:

Y=f(X,Z,K,L) (322)

Penulisan dengan menggunakan simbol “f” di ruas kanan bukan
suatu pilihan yang merupakan harga mati melainkan seseorang bisa
menggunakan simbol-simbol yang lain, misalnya:

P=g(X,Z) (3.23.) atau
M=m(G,B) (3.24)

Lihat, simbol “g” dan “m” pada ekspresi (3.2.3.) dan (3.2.4)
mempunyai peran vang sama dengan simbol “f™ pada ekspresi (3.2.1.)
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(fungsional) antara ruas kiri dengan ruas kanan.

Dalam dunia nyata hubungan ketergantungan ini sangat mudah
dan banyak sekali ditemui. Misalnya kemampuan menghasilkan
laba /keuntungan (%) pada suatu negara akan menentukan besarnya
investasi (I) di negara itu, sehingga hal ini bisa dituliskan sebagai
berikut:

I=f(x) (3.25)

Contoh yang lain adalah bahwa jumlah barang yang diminta (Q)
ditentukan oleh harga barang itu sendiri (P,) selain pendapatan
konsumen (I) dan harga barang lain yang terkait (P, ), sehingga kasus
ini bisa disimbolkan sebagai:

0=f(P.1,F)) (3.2.6)

Selain itu. bisa kita lihat pula adanya hubungan antara jumlah
input (1) dan jumlah output (O) dalam proses produksi. Ketika
jumlah input (1) ditambah maka jumlah output (O) akan juga
bertambah. Dari sini bisa diketahui bahwa jumlah input (1) menen-
tukan jumlah output (O) dan bukan sebaliknva. Untuk itu hal ini bisa
dituliskan dalam simbol fungsi sebagai:

O=fU,) (327

Sebagai catatan, dalam praktek berproduksi sering dilihat bahwa
seorang produsen menentukan terlebih dahulu jumlah barang
(output) vang akan dihasilkan. Setelah itu baru dia menghitung
dan menentukan jumlah input yang harus dipakai untuk mempro-
duksi sejumlah output tersebut. Dalam kasus seperti ini sepintas
lalu nampak bahwa jumiah output yang ditentukan terlebih dahuju
muncul seolah-olah sebagai besaran penentu atas jumlah input yang
akan dipakai. Namun sebenarnya hal ini tidak demikian karena produ-
sen tidak akan bisa menghitung berapa jumlah input yang akan dipa-
kai untuk memproduksi sejumlah output vang diinginkan jika dia
tidak mengetahui sifat hubungan ketergantungan antara keduanya.
Secara lebih jelas, hal itu tidak bisa dilakukan oleh produsen jika dia
tidak mengetahui bagaimana input menentukan output. Dalam hal
ini misalnya setiap dua unit input akan membentuk satu unit output.
Di sini jelas bahwa inputlah yang menentukan output bukannya seba-
liknya, walaupun kasus vang muncul adalah terbalik.

Selain contoh-contoh di atas masih banyak lagi contoh-contoh lain
dari dunia nyata vang bisa diekspresikan dalam hubungan fungsional
matematis sebagaimana pada ekspresi (3.2.1.) sampai dengan (3.2.7).
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3. PERSAMAAN

Hubungan fungsional sebagaimana didiskusikan di atas baru bisa
menggambarkan bagaimana sifat dasar hubungan antara dua atau
lebih besaran yang ada. Di sana hanya menggambarkan besaran
mana yang bergantung dan besaran mana yang berperan sebagai
sumber pengaruh atau sebagai penentu. Namun penyajian secara
fungsional tersebut di atas belum mampu menampilkan secara detail
bagaimana sifat ketergantungan atau keterpengaruhan yang terejadi.
Dengan pendekatan fungsional di atas orang belum bisa memperoleh
penyelesaian atau informasi penting yang bisa digali dari hubungan
fungsional tersebut. Sebagai contoh misainya hubungan antara input
dan output sebagaimana diekspresikan dalam (3.2.7), di sana tidak
bisa dilihat bagaimana bentuk ketergantungan dari output atas input.
Di sana tidak bisa pula didapat informasi mengenai apakah kebutu-
han input adalah konstan secara terus menerus ataukah berubah
(variable) sesuai dengan banyaknya output yang diproduksi. Dalam
Kkasus seperti ini pula misalnya pendekatan fungsional di atas belum
mampu melihat fenomena mengenai sifat variabilitas dari input vari-
able. tepatnya, apakah sifat variabilitas ini progresif (meningkat).
konstan, degresif (menurun) atau kombinasi progresif dan degresif.
Kemampuan mengungkap sifat variabilitas ini pula akan menentukan
sejauh mana kita bisa mengeksplorasi keberadaan efisiensi dalam
berproduksi. Hal-hal seperti disebut ini tidak bisa dilakukan dengan
pendekatan fungsional sebagaimana dipaparkan pada seksi sebelum
ini.

Untuk mengatasi kesulitan ini maka matematika menyediakan alat
atau pendekatan lain yang disebut sebagai persamaan. Persamaan
adalah suatu ekspresi yang menggambarkan dengan cara bagaimana
besaran tergantung vang ada pada ruas kiri bergantung pada besaran
penentu di ruas kanan. Bisa dikatakan bahwa persamaan merupakan
ekspresi yang lebih detail dari suatu fungsi. Bahkan, bisa dikatakan
lebih jauh bahwa persamaan menggambarkan atau merepresenta-
sikan situasi yang ada dalam suatu fungsi. Dengan cara pandang
seperti ini maka persamaan sering disamakan dengan fungsi.

Kandungan informasi yang ada dalam suatu persamaan, terha-
dap mana seseorang menaruh perhatian, bisa ditunjukkan melalui
bagaimana cara besaran bergantung di ruas kiri ditentukan oleh
besaran penentu di ruas kanan. Ada beberapa macam cara bagaimana
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besaran penentu di ruas kanan mempengaruhi atau menentukan
nilai dari besaran bergantung di ruas kiri. Cara-cara yang berbeda
ini ditunjukkan oleh berbagai bentuk dari persamaan yang ada. Seksi
berikut ini akan memberikan diskusi mengenai berbagai bentuk dari
persamaan yang dimaksud.

3.1. Operasi terhadap Persamaan

Untuk mengawali pembahasan mengenai persamaan marilah kita
lihat terlebih dahulu ekspresi dari suatu persamaan.
3x-y-4=0 (33.1)

Ekspresi di atas bisa dipilahkan menjadi dua, yaitu: ruas kiri yaitu
ruas yang berada pada sebelah kiri dari tanda “sama dengan™. Semen-
tara ruas kanan adalah ruas yang letaknya berada pada sebelah kanan
dari tanda “sama dengan”.

Ekspresi di atas merupakan suatu persamaan karena ruas kiri
dinyatakan sama dengan ruas kanan. Sebagai konsekuensi dari tanda
“sama dengan” maka terhadapnya bisa dilakukan berbagai operasi
aritmatika. Di bawah ini adalah contoh-contoh operasi aritmatika
atas suatu persamaan

3x-y-4+5=0+5
x-y-4+5=0+4

Ekspresi hasil operasi yang pertama di atas tetap bisa dikatakan
sebagai suatu persamaan walaupun telah dilakukan suatu operasi
aritmatika terhadap ekspresi awal. Operasi aritmatika vang dilakukan
terhadap ekspresi awal ternyata tidak mengubah status dari ekspresi
awal yaitu sebagai persamaan. Hal ini terjadi karena operasi aritmatika
vang dilakukan terhadap ekspresi awal dilakukan secara seimbang
atas ruas kiri maupun ruas kanan, yaitu menambahkan bilangan yang
sama, 5, pada kedua ruas.

Sementara itu tetap mengacu pada ekspresi awal, persamaan
(3.3.1), dan lihatlah ekspresi di bawah ini,
x-y-4+5=0+4

Ekspresi tersebut merupakan hasil operasi aritmatika dari ekspresi
awal, persamaan (3.3.1). Namun demikian ekspresi tersebut sudah
berubah statusnya, vaitu tidak lagi sebagai persatnaan melainkan
sebagai pertidaksamaan. Hal ini terjadi karena operasi aritmatika
vang dilakukan atas ekspresi awal tidak seimbang, vaitu menambah-
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kan bilangan vang berbeda nilai atas ruas kanan dan ruas Kiri.

Selanjutnya, pandanglah ekspresi di bawah ini:
y=3x-4 (33.2)

Ekspresi di atas merupakan bentuk eksplisit dari ekspresi awal
sebelumnya, persamaan (3.3.1),. Sekarang, jika kita melakukan operasi
perkalian sebagai berikut:

Tv=7(3x - 4)

Terlihat bahwa ruas kiri tetap sama dengan ruas kanan karena
operasi aritmatika yang terjadi dilakukan dengan mengalikan kedua
ruas dengan bilangan yang sama.

Namun,
7y=9(3x - 4)

Dengan tetap mengacu pada ekspresi awal, persamaan (3.3.1).
maka ekspresi di atas telah berubah status menjadi pertidaksamaan
dikarenakan operasi aritmatika yang dilakukan atas kedua ruas tidak-
lah seimbang, vaitu: ruas kiri dikalikan dengan bilangan tujuh semen-
tara ruas kanan dikalikan dengan sembilan.

Sebagai kesimpulan dari pembahasan ini adalah bahwasanya oper-
asi aritmatika yang manapun tidak akan mengubah status dari suatu
ekspresi jika operasi aritmatika yang bersangkutan dilakukan secara
seimbang. Makna seimbang di sini adalah melakukan operasi vang
tepat sama pada ruas Kiri dan ruas kanan. Jikalau ruas kiri dikaiikan /
dibagi /ditambah /dikurangi dengan suatu bilangan tertentu atau
operasi-operasi vang lain maka ruas kananpun harus dilakukan hal
vang sama dengan bilangan vang sama pula.

Dengan prinsip pengoperasian ini maka seseorang bisa menggu-
nakannya untuk menvelesaikan suatu persamaan. Sebagai ilustrasi
tataplah ekspresi awal di atas, persamaan (3.3.1), vang ditulis kembali
di bawah ini

Ix-v-4=0

Ekspresi di atas bisa ditulis kembali menjadi ekspresi baru tanpa
harus mengubah status (tanpa mengubah nilai) menjadi:
3x-v-4+4=0+4
3x-v=4
atau
3x-}!+}‘=4+-\r
Ix=4+v
3x-4=v
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3.2. Persamaan Linear

Persamaan linear banyak merepresentasikan perilaku dari berb-
agai variable baik dalam ilmu alam (nature science) maupun ilmu sosial
(social science). Bahkan banyak para modeller menggunakan pendeka-
tan linear dalam memodelkan perilaku suatu variable karena alasan
parsimoni, terlepas dari segala kekurangannya. Diskusi di bawah ini
akan memaparkan berbagai sendi penting dari persamaan linear.

3.2.1. Representasi Persamaan Linier

Kata linear dalam konteks ini merujuk pada bentuk atau
sifat kebergantungan dari fungsi tersebut yang mana besaran
penentu di ruas kanan memberikan pengaruh atau menentu-
kan besaran bergantung pada ruas kiri dengan cara yang lugu
(straightforward). Dalam persamaan ini besaran pada ruas kiri
akan berubah bergantung pada pangkat (power) tingkat satu
dari besaran yang ada pada ruas kanan. Oleh karena itu fungsi
yang berbentuk persamaan linier ini biasa juga disebut sebagai
persamaan berderajad satu.

Bentuk umum dari persamaan linier adalah:
Y=aX+b (3.3.3)

di mana a = 0 dan b adalah bilangan riil.

“a” disebut sebagai koefisien yang menentukan seberapa
besar Y akan berubabh jika X berubah dengan tingkat peruba-
han yang kecil. Adapun b disebut sebagai konstanta karena
besarnya b sudah tertentu dan tidak dipengaruhi oleh siapapun
(konstant). Makna lain dari konstanta ini merujuk pada nilai Y
vang netral dalam arti tidak ada pengaruh dari besaran vang
ada pada ruas kanan, dalam hal ini adalah X. Secara teknis
bisa dikatakan bahwa konstanta ini adalah merupakan nilai
dari ruas kiri. Y, pada ketika besaran penentu di ruas kanan,
X, adalah nol.

Cara lain untuk memaharni fungsi tersebut adalah tidak
hanya melihat ekspresi aljabar dari fungsi tersebut melain-
kan melalui ekspresi geometri atau grafis dari fungsi tersebut.
Secara grafis fungsi linier bergerak sebagaimana cara bergerak
atau perilaku dari suatu garis lurus (line). Grafik di bawah ini
menunjukkan perilaku fungsi linear yang dimaksud.
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Pada panel (a) Gambar 3.4. di bawah int terlihat bahwa
perilaku grafik adalah lugu dan lurus positif. Hal ini bisa dili-
hat dari besarnya nilai a (angka arah grafik atau gradient) vang
positif (a > 0). Bisa dilihat di sana bahwa jika nilai X naik satu
satuan, dari O ke 1atau dari 1 ke 2 atau dari 2 ke 3 atau dari n ke
n+1, maka nilai Y naik sebesar a.

Y

Y=aX+b
a>0

al
! a'<0

| 2 3 0 | p 3
(a) (b)

Gambar 3.5.

Hal yang sama juga terjadi pada panel (b) Gambar 3.5.
Pada gambar ini perilaku grafik adalah sederhana/lugu yang
ditunjukkan oleh bentuk grafik yang lurus negatif. Besarnva
pengaruh X terhadap Y adalah negatif a, vakni jika X naik sebe-
sar satu satuan, dari 0 ke 1 atau dari 1 ke 2 atau dari 2 ke 3 atau
dari n ke n+1, maka besarnya Y akan turun sebesar “a”.

Dengan melihat pemaknaan dari “a” maka seseorang bisa
merasakan bahwa “a” mempunyai posisi yang sangat penting
dalam membentuk penampilan grafik. Dalam istilah yang lebih
umum “a” biasa juga disebut sebagai angka arah grafik. Dise-
but demikian karena “a” menentukan arah grafik. Lihat pada
penampilan kedua grafitk pada Gambar 3.5. di atas. Pada panel
(a) angka arah grafik adalah positif sehingga arah pergera-
kan grafik mengarah ke kanan atas. Sementara pada panel (b)
menunjukkan hal yang sebaliknva karena angka arah grafik
vang negatif.

Y=a'X+b

X
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Angka arah grafik ini biasa juga disebut sebagai gradient
atau slope. Dalam arti harfiah slope dalam bahasa Indonesia
mempunyai arti “lereng” yang menunjukkan ke mana arah
kemiringan grafik. Suatu grafik yang mempunyai slope (lereng)
vang positif grafik tersebut mendaki dari bawah naik ke kanan
adapun grafik yang mempunyai slope (lereng) yang negatif dia
akan meluncur dari atas turun ke kanan.

Sekarang. pembahasan akan diberikan kepada besarnya nilai
(size/magnitude) dari slope. Slope dari garis linier yang sedang di
bahas adalah “a” yang mana dia merupakan bilangan konstan.
Makna konstan di sini adalah tidak berubah sehingga bisa
dikatakan bahwa besarnya pengaruh dari X terhadap Y adalah
konstan. Dengan kata lain perubahan Y, yang diakibatkan oleh
perubahan X, akan tetap sebesar “a” pada panel (a) dan sebe-
sar “~a” pada panel (b) untuk nilai X vang manapun. Karena
sifat pengaruh vang besarnya tetap /konstan inilah maka hal
ini menunjukkan bahwa karakter dari X dalam mempengaruhi
atau menentukan Y adalah sederhana/lugu (straightforward)
sebagaimana ekspresinya yang berbentuk garis lurus.

Pada kedua panel pada Gambar 3.5 di atas, kedua grafik
mempunyai angka konstanta yakni sebesar “b” untuk panel
(2) dan sebesar “b’” untuk panel (b). Secara aljabar, angka
konstanta ini menunjukkan besarnya nilai Y pada saat nilai X
adalah nol. Hal ini bisa dilihat pada hasil yang diperoleh jika
kita mengganti nilai X dengan nol. Dengan penggantian X
dengan nol ini maka nilai Y pada ekspresi panel (a) besarnya
sama dengan b dan pada panel (b) besarnya sama dengan b'.
Secara grafikal angka konstanta ini menunjukkan penggal garis
(inlercept) pada sumbu Y.

Terdapat kasus vang umum dalam matematika di mana suatu
grafik fungsi linear di mana nilai konstanta adalah nol sehingga
secara geometri dia tidak mempunyai penggal garis (intercept)
dengan sumbu Y. Hal ini bisa dilihat pada Gambar 3.6. di bawah
ini:
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Gambar 3.6.

Selain itu, ada juga ekspresi persamaan linier yang mana
pengaruh dari X adalah nol. Hal ini bisa ditunjukkan dalam
bentuk persamaan seperti di bawah ini.

Y=K

Dalam ekspresi di atas tidak terlihat adanva besaran X. Hal
ini menunjukkan bahwa pengaruh X terhadap Y adalah nol.
Hal ini bisa dilihat dengan mudah jika persamaan di atas ditulis
kembali dengan cara lain vang tidak mengubah nilai sebagai
berikut.

Y=0X+K

Dengan ekspresi baru di atas maka sekarang bisa dilihat
bahwa ekspresi baru tersebut sesuai dengan bentuk umum dari
persamaan linier sebagaimana disebutkan dalam persamaan
(3.3.3). Terlihatt dalam ekspresi baru tersebut bahwasanya nilai
“a” adalah nol yang berarti bahwa pengaruh dari X terhadap Y
adalah nol atau tidak ada pengaruh sama sekali. Secara grafis
persamaan ini bisa digambarkan sebagai berikut ini.

v

X

Gambar 3.7.
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Pada Gambar 3.7 di atas bisa dilihat bahwa besarnya nilai
Y adalah tetap sebesar K untuk nilai X yang manapun. Hal ini
menunjukkan bahwa besarnya nilai X tidak memberi pengaruh
apapun pada besarnya nilai Y.

3.2.2. Persamaan Linear dalam Area Ekonomi

Dalam analisis ekonomi penggunaan grafik sangat
membantu. Bahkan penggambaran dengan grafik telah banyak
menvederhanakan konsep yang tadinya nampak rumit sehingga
lebih mudah dipahami. Dalam proses mekanisme dalam pasar
dalam hal penentuan harga keseimbangan pasar misalnya,
penggunaan grafik berhasil menggambarkan proses yang
terjadi termasuk proses interaksi diantara kekuatan-kekuatan
pasar yang ada. Selain tiu masih ada banyak konsep lagi yang
dipaparkan dengan menggunakan representasi grafik. Untuk
itu perlu secara khusus melihat hal tersebut beserta analisis
matematika yang mungkin bisa dilakukan atasnya.

3.2.2.1, Kurva Biaya Tetap

Pada Gambar 3.8. di bawah ini kedua grafik, baik pada
panel (a) maupun panel (b), menunjukkan perilaku yang
linear yang mana keduanya mempunvai pola vang sama.
Kedua grafik menunjukkan perilaku yang tidak-memberikan
respon sama sekali terhadap perubahan jumlah produksi
(Q). Biaya yang mempunyai perilaku seperti ini dikategori-
kan sebagai biaya tetap. Sifat khas dari biaya tetap adalah
bahwasanya jumlah biaya yang harus dikeluarkan adalah
konstan pada tingkat output (Q) yang manapun, dalam
rentang produksi tertentu. Bahkan ketika tidak ada produksi
sekalipun, yang berarti Q = 0, biaya tetap harus dikeluar-
kan . Dalam Gambar 3.8. panel (a) jumlah biaya tetap yang
harus dikeluarkan adalah sebesar “b”. Contoh vang pas vang
menunjukkan perilaku biaya tetap ini adalah tanah yang di
atasnya berdiri bangunan pabrik di mana kegiatan produksi
dilakukan.
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B Kurva beayva Tetap pada L] Kurva beaya Tetap pada
Rentang Produksi Ferteatu Berbagai Rentang Produksi
BT:
(7 S—
1
]
RT BT, : bz
|
h t 1
1
Q * Q
Q:
12
gambar 3.8.

Memang perlu di catat bahwa biava tetap berperilaku
seperti dipaparkan pada panel (a) Gambar 3.8. di atas hanya
dalam batas rentang tertentu saja. Ketika batas ini sudah
terlampaui maka biaya tetap akan berubah. Namun sekali
lagi ketika biaya tetap sudah berubah maka dalam rentang
vang baru ini perilaku biaya tetap kembali konstan. Sebagai
gambaran adalah ketika jumlah produksi sudah besar,
volume produksi sudah melebihi Q,, maka perusahaan periu
perluasan bangunan pabrik untuk mengakomodasi kegiatan
produksi. Dalam keadaan inilah maka perusahaan perlu
membangun bangunan pabrik baru agar kegiatan produksi
tetap bisa berjalan. Konsekuensinva perusahaan tersebut
perlu mengeluarkan sejumlah uang tertentu untuk mendi-
rikan fasilitas produksi baru. Setelah bangunan pabrik baru
ini tersedia maka tidak ada lagi pengeluaran yang berkaitan
dengan hal ini. maknanya perilaku biayanya akan kembali
konstan walaupun jumlah produksi terus meningkat. Penge-
luaran baru inilah yang dianggap sebagai kenaikan biava
tetap sebagaimana ditunjukkan oleh panel (b) pada Gambar
3.8. di atas di mana biaya tetap mengalami kenaikan dari b,
menjadi b, dengan jumlah kenaikan sebesar (b, - b)). Pada
suatu saat nantinya ketika perusahaan sudah berLembantr
dan jumlah produksi telah mencapai Q, sementara p1 oduLsn
ingin terus ditingkatkan maka proses seperti di depan akan
terutang lagi. Dalam hal ini adalah kapasitas produksi perlu
ditingkatkan yang berarti memerlukan bangunan dan pera-
latan pabrik lebih besar lagi. Hal ini mengakibatkan biaya
tetap naik lagi dari b, ke b,. Kemudian setelah itu biaya
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tetap ini konstan lagi walaupun jumlah produksi mengalami
peningkatan.

3.2.2.2. Kurva Biaya Variabel

Berbeda dengan perilaku biaya tetap, biaya variable
menunjukkan perilaku yang sepenuhnya merespon pada
perubahan jumlah produksi. Beaya variabel ini menurut
definisi dikatakan bahwa dia akan bertambah sesuai dengan
pertambahan jumlah produksi. Semakin banyak jumlah
produksi maka semakin besar jumlah beaya variabel vang
harus dikeluarkan. Salah satu di antara pengeluaran yang
termasuk dalam jenis biaya variabel ini adalah pengeluaran
untuk bahan baku. Semakin besar jumlah yang harus dipro-
duksi mnaka semakin besar pula jumlah bahan baku vang
harus dikeluarkan. Di lain pihak jika tidak ada produksi
(Q=0) maka logikanya tidak ada bahan baku yang perfu dike-
luarkan yang berarti pengeluaran untuk bahan baku (beava
variable) adalah nol. Berdasar perilaku yang seperti inilah
maka kurva biaya variable berasal dari titik pangkal dengan
koordinat (0,0) sebagaimana bisa dilihat pada Gambar 3.9.

di bawah.

E Kurva Biaya
Variabel

Bv

gambar 3.9.

3.2.2.3. Kurva biaya Total

Dalam konsep biaya, biaya dibedakan antara biava tetap
dan biava variabel yang mana perilaku dari masing-mas-
ing telah dipaparkan pada Gambar 3.9. dan Gambar 3.9. di
atas. Sekarang akan Kita lihat satu jenis biava lagi vaitu biava
total. Berdasar definisi. biava total merupakan penjumlahan
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dari biaya tetap dan biaya variabel yang secara geometrik

merupakan gabungan antara Gambar 3.9. dan Gambar 3.9.
R Kurva Biaya Total

BTa

: :

gambar 3.10.

Kurva biaya total sebagaimana dipaparkan pada Gambar
8.10. di atas merupakan penjumlahan dari biaya tetap dan
biaya variabel. Hal ini bisa dicek bahwa setiap titik yang ada
pada kurva biaya total (BT,) adalah jumlah dari biaya tetap
dan biaya variabel.

3.2.2.4. Kurva Penawaran dan Perimintaan

Kurva penawaran dan kurva permintaan merupakan
model sentral dalam analisis ekonomi. Perilaku suatu pere-
konomian baik itu pada level mikro seperti mekanisme
pembentukan harga di pasar, proses perdagangan internasi-
onal ataupun pada level makro seperti pasar uang dan pasar
finansial semuanya bisa digambarkan dengan baik melalui
kedua kurva tersebut. Oleh karenanya kedua kurva tersebut
telah dianggap sebagai model baku dalam analisis ekonomi
vang setiap mahasiswa ekonomi tidak boleh tidak mengeta-
huinya. Walaupun sifat analisis yang didekati dengan kurva
penawaran dan permintaan ini bersifat statik namun hal ini
bisa diperiuas sehingga bisa menggambarkan perubahan
vang terjadi antar waktu. Terlepas dari kelemahan-kelema-
han vang ada namun ternyata model vang digambarkan oleh
kurva penawaran dan permintaan telah sangat membantu
ekonom dalam melakukan analisis pada tingkatan dasar
maupun pada tingkatan lanjutan.

Penampilan dari kurva penawaran dan permintaan bisa
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dilihat pada Gambar 3.10. di bawah ini. Coba dicermati
bahwa dalam kedua panel tersebut sumbu horizontal dan
sumbu vertikalnya tidak berupa X dan Y melainkan Q dan
P. Huruf Q pada sumbu horizontal menyimbolkan “Quan-
tity” yang dimaknai sebagai jumlah barang yang ditawarkan
pada kurva penawaran dan jumlah barang yang diminta
pada kurva permintaan. Sementara pada sumbu vertikalnya
menunjukkan P yang menyimbolkan “Price” yang dimak-
sudkan sebagai harga dari barang yang ditawarkan pada
kurva penawaran dan harga barang vang diminta pada kurva
permintaan.

r Penawaran P -Permintaan
3 Prax
CR ]
Q Q
2y} (b)
Gambar 3.11.

Pada panel (a) Gambar 3.11. kurva penawaran mempu-
nyai penggal garis (intercept) dengan sumbu vertikal P pada
titik C. Secara intuisi hal ini menunjukkan bahwa ketika
jumlah barang yang ditawarkan adalah nol maka besarnva
harga (P) adalah sebesar C. Hal ini menunjukkan bahwa
penawaran baru muncul ketika harga barang lebih tinggi
dari C. Hal ini berdasar pada praktek di dunia nyata di mana
penawaran berasal dari produksi, vakni: produsen mempro-
duksi barang terlebih dahulu sebelum pada akhirnya dibawa
atau dipasok atau ditawarkan ke pasar. Dengan demikian
harga jual minimum dari barang tersebut tidak boleh lebih
rendah dari biaya produksi yang dalam panel (a) ditunjuk-
kan sebagai C. Pada tingkat harga vang terbentuk di pasar
sebesar C, produsen baru berada pada titik impas dalam arti
dia dalam keadaan tidak mengalami kerugian tetapi juga
tidak memperoleh keuntungan. Dalam keadaan seperti ini.
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mengasumsikan keadaan yang dihadapi produsen adalah
normal, maka produsen memilih untuk tidak bekerja atau
tidak memproduksi barang tersebut yang berarti penawaran
barang tersebut ke pasar adalah nol. Perubahan harga
sedikit saja dari posisi ini akan menggerakkan produsen
untuk memproduksi dan menawarkan barang tersebut ke
pasar. Semakin tinggi perubahan harga pasar dari posisi
awal, ceteris paribus, maka akan semakin mendorong produ-
sen untuk memproduksi dan menawarkan barangnya ke
pasar sehingga jumlah barang tersebut yang ditawarkan ke
pasar akan semakin tinggi. Hal inilah yang menjadi penjela-
san mengenai mengapa bentuk kurva permintaan mengarah
(berlereng) ke kanan atas atau positif dan mempunvai peng-
gal garis (intercept) dengan sumbu vertikal.

Pada panel (b) tergambar kurva permintaan yang meng-
arah (berlereng) ke bawah atau negatif. Penggal garis (inter-
cepl) pada sumbu vertikal menunjukkan harga barang vang
maksimum. Hal ini demikian karena pada tingkat harga
P,... makajumlah barang yang diminta adalah nol sehingga
tidak ada lagi permintaan barang pada tingkat harga terse-
but. Pergerakan ke bawah dari harga barang tersebut dari
tingkat P, akan menggerakkan konsumen untuk membeli
(meminta) barang tersebut. Semakin rendah tingkat harga
barang di pasar, ceteris paribus, maka akan semakin besar
jumlah barang vang diminta oleh konsumen.

3.2.3. Penyusunan Persamaan Garis linear

Mengetahui secara geometrik saja dari penampilan suatu
grafik atau garis tidak akan bisa memberikan manfaat analitis.
Manfaat yang lebih besar akan diperoleh jika seseorang bisa
mengetahui unsur-unsur pembentuk garis tersebut. Dengan
mengetahui unsur-unsur pembentuk ini maka sebuah garis
akan bisa digambarkan secara tepat. Lebih dari itu akan bisa
diungkap berbagai kenyataan yang di bawa oleh garis tersebut.
Untuk itu keperluan ini perlu disusun terlebih dahulu persa-
maan garis yang dimaksud. Guna melakukan hal ini maka diper-
lukan adanya kemampuan untuk menyusun persaman garis.

Sebelum menyusun suatu persamaan garis linear, maka perlu
ditampilkan lagi ekspresi umum dari garis linear sebagaimana
vang ditampilkan di muka vaitu:
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Y=aX+b, (3.3.3) dan
Y= aX(3.3.4}

Ekspresi dari persamaan (3.3.3.) menunjukkan suatu garis
linear yang mempunyai penggal garis (infercept) sementara
persamaan (3.3.4) merupakan persamaan garis linear vang
tidak mempunyai penggal garis (inlercept).

3.2.3.1. Menyusun Persamaan Garis Linear melalui
Satu Titik dengan Angka Arah Tertentu

Suatu garis linear bisa dibentuk melalui satu titik dengan
angka arah (gradient) tertentu. Angka arah (gradient) dari
garis yang dimaksud ditunjukkan oleh koefisien b dalam
persamaan umum (3.3.3) dan (13.4). Jika besarnya koefisien
b telah ditentukan maka permasalahannva tinggal mencari
nilai a pada persamaan (13.3). Jika ternyata nilai a yang
diperoleh adalah nol maka persamaan garis yang terbentuk
mengikuti pola yang ditunjukkan oleh persamaan (3.3.4).

Untuk mencari nilai a tersebut coba kita selesaikan persa-
maan umum pada (13.4) untuk nilai a, sehingga:
a=Y-bX (3.3.5)

Dengan menggunakan persamaan (3.?)..5..) di atas maka
kita bisa memperoleh nilai a yang merupakan penggal garis
(intercept) dengan sumbu vertikal Y.

Contoh 3.1

Tentukan persamaan sebuah garis dengan angka arah
(gradient) sebesar 0.5 yang melewati titik K yang mempunyai
koordinat (2,6) dan gambarkan garis tersebut.

Untuk memperoleh persamaan garis ini pertama-tama
kita identifikasi terlebih dahulu besarnya koefisien b. Dalam
hal ini nilai koefisien b besarnya sudah ditentukan atau
diketahui, yaitu sebesar 0.5. Langkah selanjutnya adalah
menemukan nilai konstanta a dengan mensubstitusikan
nilai X dan Y dari titik yang ada dan nilai koefisien b kedalam
persamaan (3.3.5.) sehingga diperoleh nilai:

a=6-(05x2)
a=6-1=35
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Dengan demikian persamaan garis yang dimaksud adalah:
Y=5+05X (3.3.6)

v

Y =5+05X

gambar 3.12.

Contoh 3.2.:

Bentuklah persamaan garis yang mempunyai angka arah
(gradient) sebesar 2 dan melalui titik L dengan koordinat
(3,9) dan gambarkan garis tersebut.

Dengan cara vang sama seperti yang ditempuh dalam
menvyelesaikan soal pada Contoh 3.1.. maka besarnya nilai a
dapat diperoleh, yaitu:

a=9-2(3)
a=9-6=3

Persamnaan garisnya adalah: Y'=3+2X (3.3.7)
Contoh 3.3.
v

Y=3-2Y

L3S

gambar 3.13.
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Catatan yang ada dalam perusahaan “Venus” menun-
jukkan bahwa penggunaan input variabel adalah konstan
dengan tingkat penggunaan dalam jumlah tertentu untuk
setiap satu unit output. Jika nilai uang dari input variable
vang digunakan ini adalah sebesar 0.75, maka:

a. Susun persamaan garis dan gambarkan biaya variable
vang ada

b. Jika biaya tetap yang tercatat dalam perusahaan adalah
sebesar 4, susun dan gambarkanlah persamaan garis dari
biaya total

Untuk menyusun persamaan dan menggambarkan biaya
variabel maka perlu bantuan teori ekonomi mengenai
perilaku biaya /input variable. Informasi yang diperoleh
dari teori ekonomi sebagaimana telah didiskusikan di depan
mengimplikasikan bahwa biaya variable selalu berasal dari
titik pangkal dengan koordinat (0,0). Informasi tambahan
yang disampaikan di atas yang mengatakan bahwa jumlah
biaya variable yang besarnya 0.75 untuk setiap unit output
memberikan informasi bahwa angka arah grafik (gradi-
ent) b adalah sebesar 0.75. Dengan demikian maka seseo-
rang sudah berada dalam kasus di mana dia diminta untuk
membuat persamaan garis vang berasal dari suatu titik vang
mempunyai koordinat {0,0) dan dengan angka arah (gradi-
ent) sebesar 0.75.

Sebagaimana dipaparkan di depan maka langkah vang
perlu diambil adalah mencari konstanta dengan menggu-
nakan rumus yang ada dalam persamaan (3.10.) sehingga
besarnya a adalah:

a=0-10)=0

Dengan demikian nilai a adalah nol. Dengan demikian
persamaan garisnva adalah

C=0.73Q (3.3.8)
Adapun representasi geometrik dari garis tersebut adalah:
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gambar 3.14.

Untuk menyusun persamaan garis dari biava total cukup
menambahkan biaya tetap yang ada ke dalam biaya variable
sehingga diperoleh persamaan garis biaya total sebagai:

Y=4+0.75X (3.3.9)

Adapun gambar dari garis biaya total adalah:

C
TC  C=4+0750

gambar 3.15.
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Contoh 3.4.

Perusahaan “Venus” menjual barang hasil produksinya
dengan harga 2 per unit. Harga tersebut diberlakukan
kepada siapapun secara tetap yaitu harga tidak berubah
berapapun jumlah barang yang dibeli. Berdasar informasi
ini buatlah persamaan garis yang menggambarkan Pendapa-
tan Total (Total Revenue/TR) dari perusahaan tersebut,
gambarkan pula garis tersebut.

Untuk menvusun persamaan garis pendapatan total
(PT), maka perlu dilihat terlebih dahulu definisi aljabar dari
pendapatan total tersebut. Menurut definisi aljabar pendapa-
tan total (PT) atau Total Revenue (TR) adalah merupakan
jumlah barang yang dijual dikalikan dengan harga barang
tersebut. Hal ini disimbolkan sebagai:

R =Px0 (3.3.10)

Karena P bersifat konstan maka dia bisa dianggap sebagai
koefisien yang dipunyai oleh Q. Dengan cara pandang seperti
ini maka P tidak lain adalah angka arah (gradient) dari garis
total revenue (TR) atau pendapatan total (PT).

Sifat dasar dari tolal revenue (TR) atau pendapatan total
(PT) adalah bahwasanya dia baru akan muncul /ada ketika
kuantitas barang vang terjual (Q) juga sudah ada. Sebali-
knya ketika jumlah barang yang terjual (Q) belum ada maka
praktis TR inj juga belum ada atau besarnya sama dengan
nol. Dengan demikian maka seseorang bisa memikirkan
bahwa garis TR akan melalui titik origin vang mempunvai
koordinat (0,0). Oleh karena itu dalam penyusunan garis
TR dalam kasus ini maka seseorang harus sudah bisa meng-
etahui bahwa garis ini akan melalui titik (0.0) dengan angka
arah gafik(gradient) sebesar P yang dalam hal ini adalah
sebesar 2,

a=0-2(0)=0

Dengan demikian persmaan garis TR ini adalah:
'=2X (3.3.11)
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Adapun ekspresi grafisnya bisa dilihat pada gambar beri-
kut:
R

TR
R=2X

I-'-—-
[
'-—-—--
o]

."--—-
[

gambar 3.16.

3.2.3.2. Menyusun Persamaan Garis Linear melalui
Dua Titik

Dari dua buah titik bisa disusun suatu garis linear. Secara
intuitif garis vang dimaksud bisa disusun dengan cara meng-
hubungkan kedua titik tersebut. Garis yang menghubungkan
kedua titik inilah garis vang dimaksudkan.

Adapun persamaan garis yang diperoleh melalui cara ini
bisa disusun melalui formula berikut ini:

Yy-v X-X
= 3.3.12.
v,-Y, X,—x, o5
Contoh 3.5.:
Susunlah persamaan garis melalui titik M dengan koor-

dinat (2,4) dan titik N dengan koordinat (3,6). gambarkan
juga garisnya.

Berbeda dengan penvusunan persamaan garis melalui
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satu titik sebagaimana disampaikan di atas, penyusunan
persamaan garis melalui dua titik ini tidak memerlukan
usaha mencari nilai konstanta a terlebih dahulu. Nilai
konstanta dari persamaan garis yang akan dicari nantinyva
akan dengan sendirinya diperoleh secara langsung dengan
menggunakan persamaan rumus (3.3.12.) di atas.

Guna memperoleh informasi vang akan dipakai untuk
menyusun persamaan garis tersebut perlu kiranya disusun
terlebih dahulu informasi yang ada dalam tabel berikut ini

Tabel 3.3.
Titik Nomor Koordinat
X Y
M 1 2 4
N 2 3 6
N-X, =1 Y,-Y =2

Dengan memasukkan semua informasi yang diperoleh
dalam tabel 3.3. di atas maka akan diperoleh:
Y-4 X-2

2 1
Dengan mengalikan ruas kanan dan ruas kiri dengan

bilangan dua (Mengapa? Silahkan baca fondasi aljabar pada
lampiran di akhir buku ini) maka d}Peroleh:
2(X -2)

V-4==5
Y-4=2X-4

Dengan menambah ruas kanan dan ruas kiri dengan
bilangan empat{Mengapa?) akhirnva diperoleh:

Y=2X (3.3.13)
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Persamaan yang diperoleh di atas merupakan persamaan
garis yang dicari. Adapun gambar dari garis tersebut bisa

dilihat di bawah ini.
Y
¥=2X
"""" ' N(3.6)
------ (M(2.4)
] 1 X
gambar 3.17.
Contoh 3.6.:

Buatlah persamaan garis yang berasal dari titik H dengan
koordinat (4,1) dan titik I dengan koordinat (2,5), gambaxr-
kan juga garisnya.

Dengan menggunakan cara yang sama sebagaimana yang
kita tempuh dalam menyelesaikan Contoh 3.3., maka akan

bisa diperoleh:
Tabel 3.4.
Titik [ Nomor Koordinat
X Y
H 1 4 1
I 2 2 3
X=X =-2 Y,-Y,=4

Berdasar informasi vang diperoleh dari tabel 3.4. di atas,
maka seterusnya informasi tersebut disubstitusikan ke dalam
persamaan 1.3.12., menjadi:

Y-1 X-4

4 -2
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Dengan mengalikan ruas kanan dan ruas kiri dengan
minus delapan, maka diperoleh:

2Y+2=4X-16

Selanjutnya dengan mengurangi ruas kanan dan ruas kiri
dengan dua diperoleh:

2Y=4X-18
Membagi ruas kanan dan ruas kiri dengan minus dua,
maka akhirnya diperoleh persamaan garis:
Y=9-2X (33.14)
Adapun garis tersebut bisa digambarkan sebagai berikut:

Y
9
----- \ N(2,5)
----- A== N(4,1)
\ X
Y=9-2X
gambar 3.18.
Contoh 3.7:;

Bambang mempunyai selera yang khas terhadap suatu
barang. Perilaku pembeliannya bisa dilihat dari cara dia
membelanjakan uangnya, vaitu ketika harga barang terse-
but adalah Rp 10, maka jumlah barang vang dibeli sebesar
60 unit; Dan ketika harga barang vang bersangkutan adalah
Rp 50. maka jumlah barang vang diminta adalah sebesar 20
unit. Berdasar informasi di atas, susunlah kurva permintaan
vang mencerminkan perilaku pembelian Bambang.
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Pada dasarnya kurva permintaan ini adalah merupakan
sebuah garis linear sehingga penyusunannyapun mengikuti
penvusunan garis linear. Hanya saja bedanyva sumbu horizon-
tal dalam kurva permintaan adalah Q yang menunjukkan
jumlah barang yang diminta /dibeli dan sumbu vertikalnya
adalah P yang merupakan harga barang yang bersangkutan.

Untuk penyusunan persamaan garis ini diperlukan suatu
formula yang teranalogi dengan formula yang ada pada
persamaan (3.3.12.), yaitu:

P-A - 0-9
hB-A 0,-0

Untuk keperluan penvusunan kurva permintaan ini mmaka
akan dilakukan teknik yang sama dengan teknik yang telah
ditempuh pada penyelesaian soal pada Contoh 3.3. dan 3.4..
Langkah-langkah yang ditempuh adalah sebagai berikut:

(3.3.15)

Tabel 3.5. Informasi Pembelian oleh Bambang

Pembelian
P (harga) Q (jumlah yang dibeli)
Rp 10 60
Rp 50 20
P,-P =40 Q,-Q,=-40

Dengan memasukkan semua informasi vang ada pada
tabel 3.5. kedalam formula dalam persamaan (3.3.15), maka
diperoleh:

P-20 0-60
40 —40

Dengan mengalikan ruas kanan dan ruas kiri dengan 40,

maka diperoleh:

P-20=-0+60
Menambah ruas kanan dan ruas kiri dengan 20 maka
diperoleh:
P=-Q+80 (3.3.16)
Ekspresi di atas merupakan fungsi permintaan dari
Bambang. Adapun bentuk dari kurva permintaannya bisa
digambarkan pada gambar di bawah ini.
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P
80
D
Q
gambar 3.19,
Contoh 3.8.:

Perusahaan “Venus” mempunyai catatan mengenai
Jjumlah barang yang dipasok /ditawarkan ke pasar terkait
dengan harga pasar yang terjadi. Catatan tersebut bisa dili-
hat pada tabel berikut ini.

Tabel 3.6.
P (harga) | Q (jumlah yang ditawarkan)
19 12
55 60

Berdasar pada informasi yang ada susunlah kurva
penawaran dari “Venus” tersebut.

Kasus ini adalah sama dengan yang terjadi pada Contoh
3.5. yaitu penyusunan persamaan garis linear. Untuk itu
langkah yang perlu ditempuh adalah dengan memasuk-
kan semua informasi vang ada kedalam persamaan 3.3.15.,
sehingga diperoleh:

P-19 0-12 P-19 Q-12
== atau ==

55-19 60-12 36 48
P=19=0.750-9

Dengan menambah ruas kanan dan ruas kiri dengan 29,
maka diperoleh:

P=0.75Q+10 (3.3.17)



54

——————
Kontribusi Untuk limu Ekanomi: Memahami Model dan Instrinnen Pemodelan (seri [)

Ekspresi terakhir di atas menunjukkan persamaan/
fungsi penawaran. Adapun gambar dari kurva permintaan
bisa digambarkan berikut ini:

P

10

gambar 3.20.

3.3. Sistem Persamaan Linier

Dalamn banyak kasus bisa ditemui adanya interaksi antara lebih
dari satu persamaan linier. Karena persamaan-persamaan tersebut
berinteraksi satu sama lain maka persamaan-persamaan tersebut
membentuk suatu sistem persamaan linier. Karena sifat dari persa-
maan-persamaan vang ada dalam sistem tersebut adalah interak-
sional maka akan selalu ada usaha untuk mengetahui hasil akhir dari
interaksi yang terjadi. Hasil akhir interaksi ini adalah merupakan
penvelesaian atas sistem persamaan tersebut. Adapun penyelesaian
vang dimaksud adalah ditemukannya nilai Y dan X yang memenubhi
kedua persamaan vang ada dalam sistem tersebut

Dalam sistem persamaan dikenal adanya orde yang menunjuk-
kan berapa jumlah persamaan dan jumlah variable yang ada dalam
sistem. Suatu sistem persamaan akan bisa diselesaikan jika diketa-
hui bahwa sistem tersebut mempunyai orde yang jelas ataupun sub
orde vang konsisten. Adapun tengara bahwa suatu sistem persamaan
mempunyai orde tertentu jika jumlah variable dan jumlah persamaan
adalah sama. Suatu sistem persamaan disebut mempunyai orde dua
jika jurmlah persamaan dan jumlah variable yang ada adalah dua.



55

Relasi, Fungsi, Grafik, dan Persamaan Linier

Untuk memperjelas masalah ini marilah kita lihat sistem persamaan
di bawah ini.
X+2Y=12 (3.3.18)
X-Y=3 (33.19)
Y=2 (3.3.20)

Sistem persamaan yang dibentuk oleh tiga persamaan di atas terli-
hat tidak mempunyai orde yang jelas. Hal ini disebabkan karena dalam
sistem tersebut terdapat tiga persamaan, yaitu: persamaan (3.3.18),
persamaan (3.3.19) dan persamaan (3.3.20). Sementara jumlah vari-
able yang ada dalam sistem tersebut hanyalah dua, yaitu: X dan Y.
Bisa diketahui bahwa dari sistem tersebut tidak bisa diperoleh hasil
yang konsisten. Hal ini disebabkan karena dari persamaan (3.3.18) dan
persamaan (3.3.19) akan menghasilkan nilai Y vang besarnva sama
dengan 3 yang tentu saja bertentangan dengan persamaan (3.3.20).

Hanya jika besarnya nilai Y pada persamaan (3.3.20) adalah sama
dengan 3 maka sistem persamaan yang dibentuk oleh tiga persamaan
di atas adalah konsisten. Dalam kasus di mana (misalnya) besarnya
nilai Y pada persamaan (3.3.20) adalah 3, maka sistem persamaan di
atas mempunyai sub orde yang konsisten. Hal ini dikarenakan jika
seseorang mengambil dua persamaan yang manapun dari sistem
tersebut maka akan tetap bisa memperoleh hasil yang konsisten.

Untuk mengeksplorasi lebih jauh mengenai hal ini pertimbang-
kanlah sistem persamaan berikut ini.
X+Y+272=8 (3.3.21)
X-42=14 (3.3.22)

Sistem persamaan yang dibentuk oleh persamaan (3.3.21) dan
persamaan (3.3.22) di atas mempunvyai tiga variabie, vaitu: X, Y dan
Z. Namun sistem tersebut hanva mempunyai dua persamaan. Dengan
demikian bisa dikatakan bahwa sistem tersebut tidak mempunyai orde
vang jelas. Sementara sub orde vang ada tidak membantu penvelesa-
ian sistem tersebut.

3.3.1. Sistem Persamaan Linier Orde Dua

Sistem persamaan linier orde dua ini merupakan sistem
persamaan orde terendah. Karena orde vang dipunvai vang
masih rendah maka penyelesaian vang dicari akan bisa ditemu-
kan dengan cara-cara yang sederhana. Ada dua teknik yang
biasa ditempuh untuk mencari penyelesaian atas sistem persa-
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maan tersebut. Pembahasan di bawah ini menyajikan teknik
untuk menyelesaikan sistem persamaan tersebut.

3.3.1.1. Penyelesaian dengan Teknik Eliminasi

Pertimbangkan bentuk implisit dari persamaan-persa-
maan berikut ini:
27Y +2X +58=0 (3.3.23)
2Y - X+2=0 (3.3.24)

Untuk mencari penyelesaian atas sistem dari dua persa-
maan yang disebut di atas maka bisa ditempuh dengan cara
mengeliminasi salah satu terma: X atau Y. Pemilihan terma
mana yang akan dieliminasi bergantung pada struktur dari
persamaan- persamaan yang ada.

Langkah-langkah Eliminasi

Dalam melakukan eliminasi tersebut akan dipertukan
dua langkah vang perlu diikuti sebagai berikut ini.

a. Menyamakan Koefisien dari Terma yang Menjadi
Target

Eliminasi bisa dilakukan dengan cara membuat
koefisien pada terma yang akan dieliminasi adalah sama
pada kedua persamaan vang ada. Anggap bahwa kita
memilih secara sebarang terma mana yang akan diel-
iminasi pada kedua persamaan di atas dan pilihan jatuh
pada terma Y. Untuk mengeliminasi Y maka hal ini mens-
varatkan kita untuk menvamakan koefisien Y pada kedua
persamaan di atas dengan cara mengalikan persamaan
(3.3.23) dengan bilangan 2 dan mengalikan persamaan
(3.3.24) dengan bilangan 27. Tentu saja hal ini akan terasa
kurang efisien karena kita harus bekerja dua kali yaitu
melakukan operasi pada kedua persamaan di atas vang
berarti melakukan operasi dua kaii.

Untuk memperoleh penvelesaian yang efisien, maka
perlu terlebih dahulu dicermati terma mana: X atau Y
vang bisa dieliminasi dengan cara vang lebih sederhana.
Kita bisa melihat bahwa terma X yang ada pada persa-
maan (3.3.24) mempunyai koefisien 1 (satu) sehingga
memberikan efek psikologis bahwa akan terasa lebih



37

Relasi, Fungsi, Grafik, dan Persamaan Linier

mudah jika proses eliminasi didasarkan pada terma terse-
but. Hal ini kemudian bisa dilakukan dengan mengalikan
persamaan (3.3.24) dengan bilangan 2 agar bisa diper-
oleh koefisien X pada persamaan ini yang besarnya sama
dengan koefisien X yang ada pada persamaan (3.3.23).
Perlu dicatat bahwa pada kasus ini operasi hanya dilaku-
kan terhadap persamaan (3.3.24) saja yang berarti hanya
difakukan sekali saja. Bandingkan dengan kasus di mana
Jjika kita melakukan eliminasi terhadap Y yang harus
melakukan operasi sebanyak dua kali. Dengan melaku-
kan hal seperti disebut di atas maka kedua persamaan di
atas bisa dituliskan kembali sebagai berikut:

27Y + 2X + 58 0
4Y - 2X + 4 = 0 (+)

31Y + 62 = 0
Y = -2
b. Melakukan Substitusi atas Hasil yang Sudah
Diperoleh

Guna memperoleh koordinat secara lengkap dari
penyelesaian yang dicari maka nilai Y yang telah didapat
di atas perlu disubstitusikan ke dalam persamaan mana-
pun dari keduanya sehingga akan diperoleh nilai dari X
sebagaimana ditemukan berikut ini.

Jika nilai Y yang telah diperoleh disubstitusikan ke
dalam persamaan (3.3.24), maka akan diperoleh:
2(-2) -X+ 2=0
X=2

Dengan ditemukannya nilai X tersebut, maka bisa
ditemukan juga penvelesaian atas sistem tersebut vaitu
(2:2).

- -

3.3.1.2. Penyelesaian dengan Teknik Substitusi

Selain teknik eliminasi sebagaimana disebut di atas,
pemotongan garis bisa juga dilakukan dengan teknik
substitusi. Untuk melakukan hal ini diperiukan paling tidak
dua langkah untuk bisa sampai pada penvelesaian yang di-
inginkan.
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a. Penyelesaian Internal atas Salah Satu Persamaan

Langkah ini ditujukan untuk memperoleh nilai dari salah
satu besaran X atau Y. Anggap kita memilih besaran X atau Y
secara sebarang vang terhadapnya dilakukan penvelesaian.
Anggap pula di sini bahwa besaran yang akan diselesaikan
adalah besaran Y pada persamaan pertama (3.3.23). Pada
persamaan (3.3.23) tersebut besaran Y mempunyai koefisien
sebesar 27. Hal ini mengimplikasikan bahwa langkah untuk
menemukan penyelesaian atas Y pada persamaan ini memer-
lukan dua langkah yakni penambahan dan pembagian.
Selain itu hasil bagi yang diperoleh pun merupakan bilan-
gan pecah yang tentu saja akan menuntut operasi aritmatika
vang lebih banvak.

Untuk itu sebelum melakukan penyelesaian lebih baik
dicermati terlebih dahulu persamaan mana dan besaran
vang mana yang akan diselesaikan. Jika dilihat besaran X
pada persamaan (3.3.24) maka besaran ini bisa dipertim-
bangkan sebagai besaran yang akan diselesaikan. Hal inj
mengingat bahwa besaran tersebut mempunyai koefisien
sebesar satu. Dengan sifat seperti ini maka operasi aljabar
vang dilakukan hanyalah sekali saja yang bisa dilihat pada
pemaparan berikut ini:

2Y -X+2=0

Dengan mengurangkan pada ruas kanan dan ruas Kiri
sesar (2Y+2), maka persamaan tersebut bisa diselesaikan
atas X, vaitu:

Sehingga,
X=2Y+2

b. Substitusi Hasil kedalam Persamaan

Setelah solusi terhadap X diperoleh. maka langkah
selanjutnya adalah mensubstitusikan hasil yang diperoieh
ke dalam persamaan lain (3.3.23). Sehingga akan diperoleh
hasil berikut ini:

27Y+2(2Y+2)+358 = 0
27Y+4Y+4+58 =0
31Y = -62
Y=-2



59

Relasi, Fungsi, Grafik, dan Persamaan Linier

Langkah selanjutnya yang perlu diambil setelah ditemu-
kannya nilai dari besaran Y adalah dengan mensubstitusikan
nilai Y tersebut kedalam salah satu persamaan. Jika kita
pilih persamaan (3.3.24) maka akan diperoleh hasil sebagai
berikut:

2(-2)-X+2=0
X=-2

Dengan demikian hasil penelusuran mendapati bahwa
penyelesaian atas sistem tersebut adalah (-2,-2).

Periksalah hasil tersebut. ternvata tidak ada perbe-
daan dengan hasil yang diperoleh melalui cara eliminasi
sebagaimana dipaparkan pada bagian sebelumnya.

3.3.1.3. Polarisasi Sistem Persamaan Linier

Dalam banyak kasus ditemui adanya sistem yang darinya
tidak diperoleh sama sekali adanya penyelesaian. Di pihak
lain juga ada suatu sistem yang mempunvai banvak penvele-
saian bahkan jumlah penyelesaiannya adalah tak terhingga.
Sebagai ilustrasi pandanglah sistem-sistem dari persa-
maan-persamaan linier berikut ini:

2Y=2X+8 (3.3.25) VY=2X+8 (3.3.27)

Y=X+4 (3326) Y=2X+6 (3.3.28)

Sistem yang dibentuk oleh persamaan (3.3.25) dan persa-
maan (3.3.26) tidak bisa diperoleh penyelesaian yang unik.
Lihatlah, jika seseorang melakukan penvelesaian dengan
metode substitusi: mensubstitusikan nilai Y yang ada dalam
persamaan (3.3.26) ke dalam persamaan (3.3.23), maka
diperoleh:

2X+8=2X+8
0=0

Sementara sistem persamaan yang dibentuk oleh persa-
maan (3.3.27) dan persamann (3.3.28) tidak bisa diperoleh
adanva penvelesaian sama sekali. Hal ini disebabkan karena
masing-masing persamaan yang ada dalam sistem tersebut
menciptakan situasi yang tidak konsisten antara satu dengan
lainnya. Hal ini bisa dilihat ketika dilakukan penvelesaian
melalui metode substitusi: substitusikan Y vang ada pada
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persamaan (3.3.28) ke dalam persamaan (3.3.27) maka akan
diperoleh solusi:
2X+6=2X+8
6=8
(tidak konsisten)

3.3.1.4. Ekspresi Geometri dari Sistem Persamaan
Linier Oder Dua

Pada pembahasan di seksi terakhir di atas pembaca
pemula akan mengalami kesulitan melihat hasil yang diha-
dapinya. Hal ini menunjukkan pentingnya pendekatan
geometrik atas peremasalahan ini. Untuk itu perlu dihad-
irkan pendekatan geometrik atas hal tersebut vang bisa
membuat sernuanya menjadi jelas. Sebagai ilustrasi di bawah
ini disajikan ekspresi geometrik dari berbagai bentuk persa-
maan.

{a} (L) {
gambar 3.21.

Secara geometrik, dua buah garis yang keduanya sama-
sama bersifat linear akan mempunyai titik potong pada satu
titik tertentu hanya jika mereka mempunyai angka arah
(gradient) yang berbeda. Hal inilah yang merupakan kriteria
dalam mencari penyelesaian atas suatu sistern persamaan
linier.

Pada panel (a) di atas kedua garis mempunvai angka
arah yang berbeda sehingga mereka berpotongan pada satu
titik. Mengingat bahwa setiap garis linier merepresenta-
sikan persamaan Jinier maka sebuah titik potong antara dua
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buah garis merupakan titik persekutuan antara kedua garis.
Dengan demikian titik potong tersebut merupakan suatu
titik yang memenuhi kedua persamaan dalam sistem yang
bersangkutan. Oleh karenanya titik potong tersebut tidak
lain adalah penyelesaian dari sistem persamaan yang diben-
tuk oleh persamaan-persamaan garis linier yang terlibat.

Sistem persamaan vang dibentuk oleh persamaan (3.3.23)
dan persamaan (3.3.24) di atas mempunyai angka arah
(gradient) yang berbeda dan oleh karenanya mempunyai titik
potong. Adapun titik potong tersebut sudah teridentifikasi
pada koordinat (-2,-2) vang merupakan penyelesaian atas
sistemn persamaan tersebut.

Sementara pada panel (b} kedua garis saling berimpit
satu sama lain. Dua garis yang berimpit walaupun nampak
mempunyai ekspresi aljabar yang sama namun sebenarnya
jika dicermati terlihat bahwa garis yang satu merupakan
kelipatan tertentu dari garis yang lain. Pada sistem yang
dibentuk oleh persamaan garis (3.3.25) dan persamaan garis
(3.3.26), persamaan garis (3.3.23) merupakan kelipatan dua
dari garis (3.3.26). Secara jelas jika persamaan pada garis
(3.3.26) dikalikan dengan bilangan dua untuk kedua ruas
maka persamaan tersebut akan tepat berubah menjadi persa-
maan (3.3.25). Sebagai akibatnya maka semua titik yang
ada pada kedua garis tersebut merupakan penyelesaian atas
sistem tersebut.

Adapun pada panel (c) kedua garis vang ada mempunyai
angka arah vang sama vang berarti kedua garis tersebut
adalah sejajar. Karena sejajar, maka keduanya tidak akan bisa
berpotongan satu sama lain. Hal ini mempunyai konsekuensi
bahwa sistem yang dibentuk oleh kedua garis tersebut tidak
mempunyai penyelesaian. Pada sistem vang dibentuk oleh
persamaan (3.3.27) dan persamaan (3.3.28) bisa didapati
bahwa kedua garis yang ada mempunyai angka arah yang
sama sehingga tidak bisa ditemukan penyelesiaian atas
sistem tersebut karena hasil vang diperoleh adalah tidak
konsisten.
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3.3.2. Sistem Persamaan Linier Orde Tiga

Sistem persamaan linier yang ada tidak terbatas pada sistem
persamaan linier orde dua saja namun juga masih ada orde-orde
di atasnya lagi yang merupakan orde tinggi. Sebagai explorasi
awal di sini akan dihadirkan diskusi mengenai sistem persamaan
linier orde tiga. Sebelum mendiskusikan bagaimana pendekatan
dan teknik yang ditempuh untuk penyelesaian sistem persa-
maan linier orde tiga akan disajikan paparan geometrik yang
merepresentasikan sistem persamaan tersebut sebagai landasan
pemahaman konsep. Adapun beberapa ekspresi dari sistem
persamaan linier orde tiga bisa berupa satu di antara gambar
berikut ini:

gambar 3.22,

Pada panel (a), panel (b) dan panel (¢) gambar di atas terli-
hat adanva tiga bidang, vaitu: bidang A, bidang B dan bidang
C. Masing-masing bidang merupakan representasi dari suatu
persamaan linier tertentu. Dengan demikian tiga bidang yang
ada secara bersama-sama dan saling mengiris satu sama lain
merupakan representasi dari sistem persamaan linier orde tiga.

Pada panel (a), terlihat bahwa titik P merupakan titik perse-
kutuan antara ketiga bidang sehingga bisa dikatakan bahwa titik
P merupakan titik yang memenubhi tiga bidang tersebut. Oleh
karenanya titik P merupakan penvelesaian bagi sistem tersebut.
Karena titik P merupakan satu-satunya penyelesaian yang ada
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atas sistem persamaan tersebut maka bisa dikatakan bahwa sifat
penyelesaian yang ada adalah unik.

Pada panel (b), garis L merupakan garis persekutuan atau
garis irisan dari ketiga bidang vang ada. Dalam kasus ini maka
penvelesaian atas sistem tersebut terletak pada garis L. Semua
titik yang berada pada garis L merupakan penyelesaian atas
sistem persamaan tersebut. Hal ini berarti bahwa walaupun
sistem persamaan yang seperti ini mempunyai penyelesaian
namun sifat dari penyelesaian tersebut bulan penyelesaian yang
unik.

Pada panel (c) terlihat bahwa tidak ada satu titik atau garis
sekalipun yang merupakan irisan dari ketiga bidang yang ada.
Hal ini menunjukkan bahwa sistem yang dibentuk oleh ketiga
persamaan tersebut tidak mempunyai penyelesaian.

Dari representasi geometrik di atas kemudian bisa dibentuk
ekspresi aljabar dari sistem persamaan linier orde tiga yang
dimaksudkan. Ekspresi berikut ini merupakan sistem persa-
maan linier orde tiga.

X-2Y+7Z~=10(3.3.29)
3X+Y+2Z2=8(3.3.30)
2X+4Y -72=5(3.3.31)

Sebelum mencari penyelesaian atas sistem persamaan di atas
perlu terlebih dahulu kita diskusikan konsep dari sistem persa-
maan orde tiga tersebut. Untuk keperluan ini pertimbangkan
panel (a) gambar di atas. Jika bidang A dan bidang B diiriskan
maka akan diperoleh suatu garis yang merupakan irisan dari
keduanya. Dalam kasus ini garis irisan yang diperoleh adalah
garis K. Seterusnya jika bidang A diiriskan dengan bidang C
maka akan diperoleh garis irisan L. Seterusnya jika garis K. yang
merupakan irisan dari bidang A dan B, dipotongkan dengan
garis L, yang merupakan irisan dari bidang A dan bidang C.
maka titik potong yang diperoleh adalah titik P vang merupa-
kan penyelesaian atas sistem persamaan tersebut.

Penyelesaian vang sama juga bisa diperoleh melalui cara
yang lain yaitu dengan mengiriskan bidang A dan bidang B
dengan memperoleh garis irisan K. Kemudian mengiriskan
bidang B dan bidang C yang memperoleh garis irisan M. Selan-
Jjutnya memotongkan garis K dan garis M diperoleh titik P yang
merupakan penyelesaian atas sistem persamaan di atas.
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Lihatlah walaupun cara yang ditempuh pada pendekatan
_pertama berbeda dengan pendekatan kedua namun keduanya
berakhir pada hasil yang sama yaitu titik P. Hal yang sama
akan ditemui pada kasus yang direpresentasikan oleh panel
(b) gambar di atas.

Dengan berdasar pada konsep yang dipaparkan di atas, maka
penyelesaian atas sistem persamaan linier yang direpresenta-
sikan oleh persamaan (3.3.29), persamaan (3.3.30) dan persa-
maan (3.3.31) di atas bisa dicari penvelesaiannya dengan cara
berikut ini.

Pertama iriskan bidang A dan bidang B dengan mengelim-
inasi salah satu variable yang ada sehingga bidang yang ada
tereduksi menjadi garis. Teknik yang dipakai dalam hal ini
adalah sama dengan vang telah digunakan pada teknik elimi-
nasi yang dipakai dalam pemotongan garis, vaitu:

(33.29) : X-2Y+ Z=10
2(3.3.30): 6X + 2Y + 4(1%)= 16

7X +52=26 (3.3.32)
2(3.3.29):2X -4Y + 22 =20
(3.3.31) :2X+4Y -Z=5

(+)

4X+2=95
Z=-4X+95 (3.3.33)

Terlihat dari pengirisan antara bidang A dan bidang B diper-
oleh garis (3.3.32) sementara dari pengirisan antara bidang
A dan bidang C diperoleh garis (3.3.33). Selanjutnya untuk
memperoleh satu titik vang merupakan penyelesaian atas sistem
persamaan linier di atas maka dua garis yang sudah diperoleh di
atas perlu dipotongkan satu sama lain dengan teknik susbstitusi
sebagai berikut ini:

(3.3.32) : TX+5(-4X+25)= 26
TX-20X +125=26
-13X =26 - 125
-13X =-99
X=7.61

Selanjutnya nilai X vang sudah diperoleh disubstitusikan

kedalam persamaan (3.3.32) sehingga:
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Z=-4(7.61) + 25
Z=-30.44+25
Z=-5.44

Selanjutnya nilai X dan Z vang sudah diperoleh disubsti-
tusikan kedalam salah satu persamaan yang ada dalam sistem
sehingga:

7.61 - 2Y +-5.44 =10 (3.3.29)
2.17-2Y=10
2Y=10-2.17
Y=-783
Y=-3.915

Dengan demikian maka koordinat titik P yang merupakan
penyelesaian atas sistem di atas adalah P: (7.61, -3.915, -5.44).

Untuk pemahaman lebih jauh pertimbangkanlah sistem
persamaan berikut ini:

Bidang H 2X+3Y-7=8 (3.3.34)
Bidang 1 X+2Y+Z=7 (3.3.35)
Bidang ] 5X+8Y-7=23 (3.3.36)

Dari sistem persamaan linier yang dibentuk oleh ketiga
bidang di atas: bidang H, bidang I dan bidang ], akan diselidiki
eksistensi dari penyelesaiannya. Untuk kepentingan ini bidang
H dan bidang 1 diiriskan satu dengan vang lain.

2X+3Y-Z=8(H)
X+2Y+Z=T7(I) .

3X+3Y =15(K)

Seterusnya bidang I dan bidang ] akan diiriskan sebagaimana
berikut ini:

X+2Y+Z=7()
SX+8Y-7=23(]),
6X +10Y =30(L)

Selanjutnya dari dua garis yang diperoleh dari pengirisan
bidang-bidang yang ada di atas: garis K dan garis L, akan diseli-
diki eksistensi penyelesaiannya dengan cara memotongkan
keduanya menjadi:

6X +10Y =30;2(K)
6X +10Y =30; (L)

0+0 =0
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Hasil vang diperoleh di atas menunjukkan bahwa tidak
ada solusi yang unik bagi sistem persamaan di atas. Hal ini
bisa dilihat melalui pembandingan antara garis K dan garis L
yang darinya bisa diketahui bahwa L. mempunyai ukuran yang
besarnya sama dengan dua kali L. Ekspresi geometrik dari hal
ini menunjukkan bahwa kedua garis K dan L saling berimpit.
Situasi ini merupakan representasi aljabar dari panel (b) yang
ada dalam gambar di atas.

Selanjutnya perhatikanlah sistem persamaan berikut ini:

3X+Y-92Z=15(P) (3.3.37)
9X-Y +2Z=5(Q) (3.3.38)
X-Y+9Z=3(R) (3.3.39)

Dari ketiga bidang yang membentuk sistem persamaan yaitu:
bidang P, bidang Q dan bidang R akan dicoba dlakukan penyeli-
dikan apakah terdapat penyelesaian yang memenuhi ketiga
persamaan di atas. Untuk kepentingan ini maka bidang P dan
bidang Q akan diiriskan satu sama lain sehinga memperoleh
satu garis irisan berikut ini.

3X+Y-22=15(P)
2X-Y+2Z=5(Q) .
53X =20

X =4

Seterusnya bidang Q dan bidang R akan dipotongkan satu
dengan yang lain sehingga diperoleh satu garis irisan berikut ini:

2X-Y+2Z=5(Q)
X-Y+2Z=3(R) 0

X = 2 (tidak konsisten)

Demikian pula seandainva penyelesaian dicari melalui pengi-
risan bidang P dan bidang R, maka hasilnya adalah sebuah garis
irisan berikut ini.

IX+Y-2Z2=15(P)
X-Y+2Z= 3 (R) .
4X =18
X = 4.5 (tidak konsisten)

Ternyata dari sistem persamaan yang dibentuk oleh ketiga
bidang di atas: Bidang P, bidang Q dan bidang R tidak bisa
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diperoleh adanya penyelesaian. Hal ini merupakan situasi yvang
mirip dengan panel (c) pada Gambar 3.22 di atas.

3.4. Terapan Ekonomi dan Bisnis

Sistem persamaan garis yang dibicarakan pada bagian sebelum-
nya banyak digunakan dalam berbagai analisis ekonomi dan bisnis.
Mengingat bahwa penyelesaian dari sistem persamaan garis tidak
lain adalah perpotongan dari kedua garis maka akan menjadi sangat
penting untuk mengidentifikasi titik potong dari kedua garis terse-
but. Usaha untuk menemukan titik potong tersebut akan memberi
manfaat analitis yang besar. Misalnya jika salah satu garis bergeser
(berubah nilai konstantanya) maka seberapa jauh titik potong yang
baru tersebut berubah dari titik potong vang lama dalam hal nilai
X atau nilai Y nya saja. Issue lain yang terkait dengan hal ini adalah
bagaimana pergesaran dari masing-masing garis tersebut mempunyai
dampak pada titik potong garis yang terjadi. Hal-hal semacam ini
akan banyak ditemui dalam analisis ekonomi maupun bisnis. Pada
seksi-seksi berikut ini akan diberikan diskusi mengenai terapan dari
konsep tersebut pada berbagai area yang menggunakan konsep terse-
but dalam analisis mereka.

3.4.1. Keseimbangan Pasar

Konsep keseimbangan pasar telah menjadi konsep dasar
dalam analisis ekonomi. Dengan konsep ini para analis akan
bisa mengetahui tingkat harga pasar dan jumlah barang yang
terjadi pada kondisi keseimbangan tersebut.

KReseimbangan pasar didefinisikan sebagai suatu kondisi
di mana tidak ada lagi kecenderungan bagi para pelaku pasar
untuk bergerak ke arah manapun: naik atau turun (equilib-
rium) dari posisi yang ada. Dalam kasus ini para pelaku pasar
yang dimaksud adalah para pemasok (supplier) dan pembeli
(demander). Tidak adanya kecenderungan untuk bergerak ini
disebabkan karena tidak adanya lagi power (kekuatan) vang
tersisa yang mampu mendorong para pelaku pasai. Power
yang mampu mendorong para pelaku pasar adalah adanya
kelebihan pasokan (excess supply) atau kelebihan permintaan
(excess demand). Dalam ekspresi geometri, tidak adanya kelebi-
han pasokan (excess supply) atau kelebihan permintaan (excess
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demand) ditunjukkan oleh perpotongan kurva penawaran
dan kurva permintaan. Dengan kemampuan seseorang untuk
mengidentifikasi letak dari titik potong antara kedua kurva
ini akan bisa mengetahui seberapa besar jumlah barang yang
diminta dan harga yang tetjadi untuk jumlah penjualan terse-
but. -

Contoh 3.9.

Sebagai ilustrasi marilah kita hadirkan lagi di sini permasla-
han vang diangkat dalam Contoh 3.7. dan Contoh 3.8.
Anggaplah bahwa Bambang adalah pembeli satu-satunva di
pasar begitu juga perusahaan Venus adalah produsen satu-sa-
tunya di pasar. Indentifikasikan pada kondisi keseimbangan
pasar. berapa banyak jumlah barang yang dipasok /diminta
dan pada tingkat harga berapa keseimbangan tersebut terjadi?

Untuk keperluan ini marilah kedua persamaan penawaran
dan permintaan yang dimaksud kita hadirkan di sini sebagai
dipaparkan berikut ini:

Kurva Penawaran: P=0.75Q+ 10 (3.3.40)
Kurva Permintaan: P=-Q + 80 (3.3.41)

Sesuai dengan teknik yang sudah dipaparkan di depan,
maka kita harus mengurangkan kurva permintaan dari kurva
penawaran untuk mengidentifikasi titik potong (keseimban-
gan), sehingga diperoleh:

P=0.75Q+10
P=-Q+80

0=175Q-70
Q=40
Dengan nilai ) yang didapat bisa dicari nilai P vaitu dengan
mensubstitusikan nilai Q tersebut ke dalam persamaan yang
manapun, kita pilih saja persamaan permintaan, sehingga
diperoleh:

()

P=-40+80
P=40
Dengan demikian pada kondisi keseimbangan, harga vang
terbentuk adalah sebesar 40 dengan jumlah barang yang dipa-
sok /diminta adalah sebesar 40.
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gambar 3.23.

3.4.2. Analisis Titik Impas (Break-even-pointAnalysis)

Titik impas atau yang biasa dikenal sebagai break-even point
menunjukkan suatu kondisi di mana suatu unit bisnis berada
dalam perbatasan (border) antara situasi memperoleh keuntun-
gan dan menderita kerugian. Dengan demikian jika suatu unit
bisnis berada tepat pada titik impas ini maka unit bisnis tersebut
tidak memperoleh keuntungan maupun menderita kerugian.
Analisis pada area ini sangat diperlukan dalam manajemen
bisnis. Dengan mengetahui posisi titik impas ini maka unit
usaha tersebut akan mampu mengetahui pada tingkat output
berapa sehingga unit bisnis tersebut bisa memetik keuntungan.
Dari informasi ini maka mereka akan menyusun perencanaan
vang berkaitan dengan hal itu.

Karena perhatian saat ini terfokus pada keuntungan maka
perlu didefinisikan terlebih dahulu makna keuntungan dalam
konteks ini. Secara intuisi keuntungan didefinisikan sebagai
kelebihan pendapatan atas biaya-biaya yang dikeluarkan. Secara
aljabar definisi ini bisa diekspresikan sebagai berikut:

[M=7TR-TC (3.3.42)

di mana Il adalah keuntungan, TR adalah tolal revenue atau
pendapatan total dan TC ddalah biaya total. Biaya total (TC)
merupakan penjumiahan dari biava tetap dan biava variable.
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Adapun kondisi impas (break even) secara aljabar bisa ditunjuk-
kan pada ekspresi berikut ini:
TR-TC=0 (3.3.43)

Untuk memberikan ilustrasi dalam kasus ini marilah kita
hadirkan kembali di sini Contoh 3.3. dan Contoh 3.4.. Dari
kedua contoh tersebut carilah titik impas (break-even point) nya.

Sebagaimana disebut di muka bahwa titik impas atau (break-
even point) adalah merupakan titik potong dari biaya total (TC)
dan pendapatan total (TR). Untuk keperluan mencari letak dari
titik potong ini marilah kita panggil lagi persamaan garis dari
pendapatan total (TR) dan biaya total (TC) vang disajikan di
bawah ini:

Pendapatan total (TR): R=20Q
Biava Total (TC): C=4+0.75Q

Berdasar pada fungsi TR dan TC di atas dan mengikuti defi-
nisi yang diekspresikan dalam persamaan (3.3.43) maka kondisi
impas/break-even adalah

2Q-(4+0.75Q) =0
20-4-0.73Q) =0
L25Q-4=0
1.250 =4

Q=32

Selanjutnya mensubstitusikan nilai ) vang telah diperoleh
di atas kedalam salah satu persamaan, kita pilih saja persamaan
TR, maka akan diperoleh:
Y=64

Dengan demikian posisi titik potong dari kedua garis sudah
bisa diidentifikasi vaitu terletak pada koordinat (3.2.6.4). Hal ini
menunjukkan bahwa kondisi impas (break even) dicapai ketika
jumlah unit yang terjual adalah sebesar 3.2 dengan biaya dan
pendapatan sebesar 6.4 (ingat bahwa pada posisi ini jumlah
biaya dan pendapatan adalah sama).

Adapun representasi geometrik dari analisis titik impas
(break-even poin) ini bisa dilihat pada gambar di bawah ini.
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3.5. Plotting Fungsi Implisit

Dalam banyak kasus suatu fungsi /persamaan diekspresikan dalam
bentuk implisit. Dalam kasus fungsi yang dituliskan secara eksplisit,
ruas Kiri biasanya menunjukkan besaran tergantung sementara ruas
kanannya menunjukkan besaran penentu. Berbeda dengan bentuk
eksplisit. bentuk implisit menuliskan besaran-besaran vang ada dalam
ruas vang sama. Berbagai contoh yang didiskusikan sebelumnya
semuanya adalah mempunvai bentuk eksplisit. Untuk mengetahui
lebih lanjut mengenai bentuk implisit ini berikut ini disajikan berbagai
contoh fungsi implisit:

2Y +3X-30=0(3.3.44)
6Y + 3X = 36 (3.3.45)

Memang. bentuk implisit ini bisa diubah dulu menjadi bentuk
eksplisit baru selanjutnya digambarkan garisnya. Namun hal ini
kadang dipandang sebagai kurang efisien karena harus melakukan
operasi dua kali. Penggambaran fungsi implisit bisa dilakukan secara
langsung tanpa harus melakukan pembentukan persamaan garis
terlebih dahulu. Pendekatan ini bisa dilakukan sepanjang tujuannyva
tidak untuk melakukan analisis yang melibatkan angka arah (gradient)
dari garis yang bersangkutan. Berikut ini adalah beberapa ilustrasi
mengenai penggambaran garis dari fungsi implisit.

Pada dasarnya penggambaran sebuah garis linear bisa melalui
hanya satu titik asalkan diketahui angka arah (gradient)nya. Jika tidak
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tersedia informasi mengenai angka arah tersebut, maka hal ini bisa
dilakukan bila ada dua buah titik yang darinya bisa dibuat suatu garis
vang menghubungkan kedua titik tersebut. Prinsip menghubungkan
dua buabh titik inilah yang akan dipakai dalam penggambaran garis
yang berasal dari fungsi implisit.

Untuk kepentingan ini perlu dicari dua buah titik, yang berasal dari
fungsi implisit tersebut, yang darinva bisa ditarik sebuah garis. Cara
mudah untuk menemukan titik-titik tersebut adalah dengan menemu-
kan titik potong dari fungsi implisit tersebut dengan masing-masing
sumbu X dan sumbu Y. Teknik untuk menemukan titik potong ini
adalah sebagai berikut:

Ketika garis tersebut memotong sumbu X, maka nilai Y sama
dengan nol. Sebaliknva jika garis tersebut memotong sumbu Y maka
nilai X sama dengan nol. Aksioma inilah yang akan membantu dalam
penggambara fungsi implisit. Sebagai contoh marilah kita gambarkan
kedua fungsi implisit yang dituliskan pada persamaan (3.3.44) dan
(3.3.45) di atas.

Untuk persamaan (3.3.44),
Pada titik potong dengan sumbu Y, nilai X adalah nol, sehingga:
2Y-30=0
Y=15
Di sini bisa diketahui bahwa titik potong dengan sumbu Y terletak
pada koordinat {0,15).
Pada titik potong dengan sumbu X, nilai Y adalah nol, sehingga:
3X-30=0
X=10

Di sini bisa diketahui bahwa titik potong dengan sumbu X terietak
pada koordinat (10,0).

Untuk persamaan (3.3.45).
Pada titik potong dengan sumbu Y. nilai X adalah nol, sehingga:
6Y =36
Y=6
Di sini bisa diketahui bahwa titik potong dengan sumbu Y terletak
pada koordinat (0.6)
Pada titik potong dengan sumbu X, nilai Y adalah nol. sehingga:
3X=36
xX=12
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Di sini bisa diketahui bahwa titik potong dengan sumbu X terletak
pada koordinat (12,6)
Selanjutnya kedua fungsi implisit tersebut bisa digambarkan di
bawah ini:
Y

15

A +3X¥-30=0

3

10 12
gambar 3.23.

4. PERLUASAN

4.1. Dampak dari Kenaikan Permintaan terhadap Harga

Praktek yang sering ditemui dalam area ekonomi adalah bertam-
bahnya permintaan dalam situasi di mana tidak berubah. Situasi
seperti ini terjadi disebabkan oleh beberapa hal yang antara lain
adalah: pendapatan konsumen, harga barang vang terkait, perubahan
musim, perubahan selera.

Ketika pendapatan konsumen naik maka konsumen akan mempu-
nyai anggaran vang lebih longgar. Dengan kondisi yang seperti ini
maka konsumen akan bisa mengkonsumsi barang-barang dengan
jumlah yang lebih tinggi.

Demikian juga ketika harga barang-barang vang terkait berubah.
Untuk barang yang bersifat susbstitutif, kenaikan pada harga barang
ini akan memberikan efek harga relatif. Sebagai misal adalah hubu-
ngan antara konsumsi minyvak dengan konsumsi gas. Kedua barang
tersebut mempunyai hubungan vang substitutif. Ketika seseorang
mengkonsumsi minyak maka baginya gas adalah alternatif atau substi-
tusi terhadap minyak. Barang substitutif mempunyai peran sebagai
barang vang akan diperbandingkan dengan barang vang sedang
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dikonsumsi oleh konsumen. Dalam mengkonsumsi minyak, konsumen
akan terus memperbandingkan kedua harga barang tersebut. Jika
harga gas lebih menarik dibandingkan dengan harga minyak maka
dia akan beralih menggunakan gas yang berarti bahwa permintaan
minyak menurun; Demikian juga sebaliknya. Hal seperti ini dalam
analisis ekonomi mikro ditunjukkan oleh pergeseran kurva permin-

taan.
P

D )
Q

Hal yang sama juga bisa terjadi pada sisi penawaran. Hal seperti ini
dalam analisis ekonomi mikro teridentifikasi sebagai disebabkan oleh
berbagai sebab antara lain perubahan teknologi, perubahan musim,
perubahan harga input, pengenaan pajak.

Keadaan seperti ini digambarkan di atas dalam analisis ekonomi
ditunjukkan oleh pergeseran fungsi penawaran sebagai berikut ini:

P

Q

Sebagai akibat dari pergeseran kurva baik kurva permintaan
maupun kurva penawaran maka tingkat harga keseimbangan akan
berubah. Perubahan harga inilah vang akan menjadi fokus dari anal-
isis matematika berikut ini.
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Contoh 3.

Perusahaan “Milkyway” mempunyai penawaran dan menghadapi
permintaan yang digambarkan dalam fungsi berikut ini:

S:Q=%P+2

D:Q= 2 P+2]
Periksalah: 3

1. Jika pendapatan konsumen adalah 50 tentukan harga
keseimbangan vang terjadi di pasar beserta jumiah barang
vang ditransaksikan

2. Jika pendapatan konsumen naik menjadi 60, Tentukan:
a. Berapakah efek yang ditimbulkan pada jumlah barang
yang diminta.
b. Sejauh manakah harga keseimbangan pasar akan berubah
sebagai akibat dari adanya hal tersebut.

3. Tentukan

a. Kenaikan awal dari kuantitas barang yang diminta (Q)
sebagai akibat dari kenaikan pendapatan tersebut

b. Selidikilah berapa besarnya efek “stretching-out”, sebagai
akibat dari kenaikan harga, terhadap kuantitas (Q) vang
dipasok (supply) ke pasar.

c. Selidiki pulalah berapa besarnya efek “crowding-out”.
sebagai akibat dari tidak bertambahnva penawaran,
terhadap harga (P) dan kuantitas (Q) keseimbangan

Langkah Penyelesaian:

a. Perlu diketahui bahwa fungsi permintaan vang ada di atas
mengadung satu terma. yaitu pendapatan (I), yang menjadikan fungsi
permintaan di atas hanva bisa digambarkan datam grafik tiga dimensi.
Padahal grafik yang selalu dipakai adalah grafik dua dimensi. Untuk
itu, Pertama-tama yang periu dilakukan di sini adalah mengubah
fungsi permintaan menjadi bentuk standard yaitu sesuai dengan
asumsi yang selalu dipakai dalam hukum permintaan yaitu ceferis
paribus. Dengan asumsi ini maka pendapatan (I} dikekang menjadi
konstan. Dengan cara ini maka variabel pendapatan (1) berubah
menjadi besaran konstan.

Untuk mewujudkan hal tersebut nilai pendapatan yang telah
diketahui disubstitusikan ke dalam fungsi permintaan sehingga



76

Kontribusi Untuk Hinu Ekonomi: Memahami Model dan Instrinmen Pemadelan (seri [)

menjadi bentuk vang standard, yaitu:
D:Q= '% P + 2(50)

2
D:Q=-P+100

Sekarang marilah di kita cari harga keseimbangan dengan cara
memotongkan kedua fungsi permintaan dan fungsi penawaran di

atas menjadi:

D:Q=-%P+IOO

1
S:Q==P+2
Q 2

5 )
0=-—P+98

6
P= 84

Dengan nilai P (harga) yang sudah ditemukan di atas, maka bisa
ditemukan nilai Q sebesar:
Q=44

b. Jika pendapatan (I) berubah menjadi 64 maka fungsi permin-
taan berubah menjadi:

D:Q=-§P+2(64)

2
D:Q=-ZP+128

Dengan fungsi peremintaan yang baru ini maka harga dan kuanti-
tas dalam keseimbangan bisa diperoleh melalui prosedur berikut ini:

2
D:Q=-7P+128

S:Q=%P+2

- )
0=-—P+126
P= 1%8
Nilai kuantitas yang berkaitan dengan harga tersebut di atas

adalah:
Q= 56
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108

84

Q

Dari pemaparan grafik di atas terlihat bahwa sebagai akibat dari
kenaikan pendapatan dari 50 menjadi 64 maka hal ini berakibat pada
kenaikan jumlah (kuantitas) barang dalam keseimbangan naik dari
44 menjadi 56. Begitu juga hal ini mengakibatkan kenaikan harga
keseimbangan dari 84 menjadi 108.

a. Sebenarnya kasus tersebut menunjukkan suatu proses vang
terjadi secara serentak (simultan). Ketika jumlah barang vang
diminta meningkat sebagai akibat dari kenaikan pendapatan
maka hal ini akan mendorong harga untuk naik. Ketika harga
naik maka hal ini mempunyai dampak ganda: di sisi penawaran
hal ini akan mendorong kenaikan penawaran, ditunjukkan
oleh pergeseran penawaran dari titik K ke titik L. Sementara
di sisi permintaan hal ini akan menekan permintaan ke bawah.
ditunjukkan oleh pergeseran permintaan dari titik M ke titik L.

b. Dampak kenaikan pendapatan terhadap kenaikan jumlah
barang diminta (Q) pada kondisi mula-mula bisa dilihat dengan
membandingkan besarnya Q) pada fungsi awal dan Q pada
fungsi perubahan. Hal ini bisa dilihat sebagai berikut ini:

D*:Q=-§P+128

2
D:Q=-<P+100
3 )

AQ =28

Perubahan awal dari jumlah barang yang diminta (AQ) ditunjuk-
kan oleh pergeseran dari titik K ke titik M yang ukurannya adalah 28.
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Dari sini selanjutnya bisa dilihat hal-hal berikut ini:

a. Besarnya perubahan jumlah barang yang dipasok ke pasar
vaitu sebesar 12 unit. Perubahan ini bisa diidentifikasi sebagai
pergerakan dari titik K ke titik L. Hal ini bisa juga dilihat dari
cara lain yaitu bahwasanya kenaikan pasokan sebesar 12 unit ini
merupakan perkalian antara gradient dari fungsi penawaran
vang sebesar 2 dengan kenaikan harga yang ukurannya sebesar
24

b. Selanjutnya karena jumlah tambahan pasokan ke pasar hanya
sebesar 12 unit sementara jumlah total kenaikan permintaan
adalah 28 maka selisih vang besarnya 16 unit inilah yang disebut
sebagai dampak “crowding-out” atau pergerakan dari titik M ke
titik L. Hal ini bisa juga dilihat dari cara lain yaitu bahwasanya
penurunan permintaan sebesar 16 unit ini merupakan perkalian
antara gradient dari fungsi permintaan yang sebesar 2 /3
dengan kenaikan harga yang ukurannya sebesar 24.

c¢. Dari penyelesaian yang dilakukan pada poin b dan poin ¢ di atas.
bisa dibuat suatu model penyelesaian baru sebagai berikut ini:

myAP + mgAP = AQ
AP(m, +m,)=AQ ...(ES3.1)

di mana AP,AQ, berturut-turut, adalah perubahan harga keseim-
bangan dan perubahan kuantitas awal. Sementara m,,m , berturut-
turut, adalah gradient dari fungsi permintaan dan fungsi penawaran
dalam nitai absolut.

Contoh 2.

Suatu negara mempunvai suatu lembaga vang bertugas untuk
menstabilkan harga beras. Lembaga ini bekerja dengan cara menyerap
pasokan pasar vang berlebih dan memasok pasar jika terdapat kelebi-
han permintaan yang tidak tercukupi. Selain itu lembaga tersebut juga
menentukan range fluktuasi harga pasar yang bisa ditolerir (follerable
JSluctuation range) dari komoditi tersebut vang berupa batas atas dan
batas bawah, yaitu:

4<P<20

Dari catatan yang ada pada lembaga tersebut kemudian diformu-
lasikan fungsi penawaran dan fungsi permintaan dari komoditi terse-
but, yaitu sebagai berikut:

$:Q,=10+2P

D:Q,=90-3P
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Tingkat harga pasar yang terbentuk sebesar 16 dengan jumlah
barang yang ditransaksikan di pasar sebanyak 32,

Dari hasil monitoring bisa diketahui bahwa pada jangka waktu satu
tahun lagi akan terjadi lonjakan pasokan pasar, yang disebabkan oleh
keberhasilan penerapan teknik produksi baru, sebesar 20. Tentukan:

a. Seberapa besar kenaikan pasokan yang disebut di atas akan

berakibat pada penurunan harga pasar

b. Jika lembaga di atas menginginkan harga pasar, paling tidak,

berada pada batas bawah berapakah jumlah kelebihan pasokan
ke pasar perlu diserap?

Pengan menggunakan

Dengan menggunakan formuasi yang ada pada persamaan (E.3.1.)
maka bisa diperoleh :

a. Penurunan harga pasar vaitu:
- 40
- (my, +myg)
_ 20
T (3+2)
AP =4
Dengan penurunan sebesar 4 di atas maka harga baru vang
terbentuk di pasar adalah 12 (16-4) vang berarti bahwa harga

pasar yang baru tersebut berada di bawah batas bawah vang
bisa ditolerir vaitu 14.

b. Guna mengangkat harga pasar agar bisa mencapai batas bawah
maka harga harus diangkat menjadi sebesar 14. Hal ini berarti
bahwa penurunan harga pasar, AP. dari kondisi sebelumnva
maksimum hanya boleh terjadi sebesar 2 (16-14).

Dengan keterangan ini maka besarnya tambahan Q. AQ. maksi-
mum bisa dicari sebagai berikut:

AQ = AP(my +my)
AQ=2(2+3)
AQ=10

Karena jumlah Q maksimum vang diperbolehkan adalah sebesar 10
sementara kenaikan Q vang riil akan terjadi adalah sebesar 20, maka
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akan tetap terjadi kelebihan penawaran sebesar 10 (20-10). Agar bisa
memperoleh harga yang tepat pada batas bawah, 14, maka kelebihan
pasokan/penawaran tersebut perlu diserap oleh lembaga.

Contoh 3.

Sebuah negara menunjuk Bank Sentral sebagai otoritas moneter
yang salah satu tugasnya adalah mengendalikan kurs mata uang
negara tersebut dengan mata uang asing yang ada. Karena sistem
moneter internasional adalah sedemikian sehingga negara tersebut
menempatkan satu mata uang asing tertentu sebagai mata uang asing
utama {major currency) sebagai benchmark dan kepadanya mata uang
negara tersebut dikaitkan. Anggap bahwa mata uang asing tersebut
adalah Dollar Amerika.

Dari data vang ada bisa disusun fungsi penawaran dan fungsi
permintaan pada Dolar Amerika sebagai berikut ini:

D:Q=8000+1.25GNP-15ER

Di mana ER adalah exchange rate (kurs) mata uang negara tersebut
terhadap dolar yang tidak lain adalah harga dolar dalam denominasi
mata uang negara tersebut.

Sebagai catatan, GNP diukur dalam unit ribuan U.S.S. Saat ini
GNP negara vang bersangkutan adalah sebesar 800 ribu. Dengan
mengasumsikan GNP tersebut konstan pada level ini maka fungsi
permintaan terhadap U.S.$ adalah:

D:Q=9000-15ER

Adapun fungsi penawaran yang bisa disusun dari data tersebut
adalah:

5:Q=900+12ER

Keseimbangan kurs (ER) bisa diidentifikasi berada pada tingkat
3000 dengan jumlah mata uang dolar yang ditransaksikan (Q) dalam
satu periode adalah sebesar $ 4,500.

Informasi lain yang bisa dikumpulkan adalah bahwasanya negara
vang bersangkutan mempunyai cadangan devisa yang memadai
dan cadangan devisa tersebut diperlakukan sebagai cadangan besi
vang berarti bahwa cadangan tersebut tidak boleh dipakai. Selain
itu, negara yang bersangkutan juga mempunyai sumber pemasukan
bersth devisa (foreign exchange) sebesar U.S.$1350 setiap periode.
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Jika negara tersebut mempertimbangkan pemberlakuan regim
kurs tetap (fixed exchange rate) untuk menciptakan kestabilan pertum-
buhan ekonomi mereka maka tentukan pada tingkat kurs berapa yang
bisa terbentuk secara lestari (sustain)?

Dalam kasus ini pemasukan bersih dari devisa baru pada setiap
periode bisa digunakan oleh negara tersebut untuk menambah
pasokan devisa ke pasar. Dengan demikian tambahan pemasukan
bersih devisa tersebut bisa dianggap sebagai tambahan penawaran.
Hal ini bisa digambarkan dalam grafik berikut ini:

FR

4500 5250

4.2, Optimisasi Grafikal

Dalam ilmu manejemen ada cabang yang disebut sebagai maje-
men operasi. Salah satu topik bahasan dalam area ini adalah riset
operasi (operation research) yang mendiskusikan tentang usaha untuk
memperoleh keuntungan yang maksimum namun terkendala dengan
batasan-batasan yang dihadapi oleh unit bisnis yang bersangkutan.
Batasan yang sering muncul adalah tenaga kerja yang dipunyai dan
peralatan mesin.

Sebagai ilustrasi, lihatlah perusahaan “Jupiter” vang mempunyai
pilihan untuk memproduksi dua jenis barang yaitu produk X dan
produk Y. Memproduksi produk X akan memberikan kontribusi keun-
tungan sebesar 50 per unit, sementara jika dia memproduksi produk
Y maka akan memperoleh keuntungan sebesar 30 setiap unitnva.

Adapun input yang dipakai dapat digolongkan menjadi tiga kate-
gori yaitu: permesinan (M). tenaga kerja (L) dan tenaga profesional
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(P). Tabel berikut ini menunjukkan jumlah penyerapan input untuk
masing-masing produk.

Produk | Penyerapan Input | Sumbangan

terhadap
M L P | Keuntungan
X 10 16 - 30
Y 12 10 20 50
Jumlah | 200 | 324 | 360
Input

Tabel di atas menunjukkan batasan vang dihadapi oleh Jupiter.
Hal ini mengingat bahwa jumnlah input yang tersedia adalah terbatas,
walaupun jumlah dari masing-masing mereka adalah berbeda.

Berdasar pada informasi yang tersaji dalam tabel di atas bisa
disusun persamaan batasan dari masing masing input. Dengan memb-
aca secara vertikal dari atas ke bawah pada maing-masing kolom input
maka akan bisa diperoleh persamaan dari masing-masing batasan.

Batasan permesinan (M), 10X+12Y =240

Batasan tenaga kerja (L), 15X+10Y = 300

Batasan profesional (P}, 20Y =360

Seterusnya diperlukan untuk menggambarkan semua garis batasa
di atas untuk mengetahui daerah kelayakan. Dengan teknik plotting
garis yang sudah didiskusikan di atas, maka berikut ini bisa digambar-
kan garis-garis batasan yang dipaparkan di atas.
v

20
18

0 20 30
Setelah semua batasan tergambar tugas selanjutnya adalah
mengidentifikasi daerah layak (feasible). Daerah layak ini merupakan
himpunan semua titik-titik yang layak menjadi solusi dari permasala-
han tersebut. Solusi atas permasalahan optimasi ini akan diperoleh
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pada salah satu titik pada daerah layak (feasibie). Adapun daerah layak
vang teridentifikasi dari penggambaran batasan di atas bisa dilihat
pada gambar di bawah ini.

Y

X
0 20

Daerah layak vang teridentifikasi adalah daerah yang dibatasi
oleh titik-titik OABCD. Semua titik vang berada pada daerah terse-
but merupakan calon dari solusi yang dicari. Karena sifat dari kasus
vang dihadapi adalah optimasi, maka solusi vang dicari harus bisa
memberikan keuntungan yang maksimum. Dari pengamatan awal
bisa langsung diketahui bahwa titik-titik vang berada di bawah /
dalam garis-garis hitam atau daerah yang berwarna abu-abu tidak
akan mungkin menjadi solusi yang dicari. Hal ini disebabkan karena
pada titik-titik tersebut masih belum mengeksplorasi seluruh potensi
sumberdaya yang tersedia. Dengan kata lain pada titik-titik tersebut
masih terdapat sisa sumberdaya vang belum termanfaatkan. Oleh
karenanva bisa dipastikan bahwa titik-titik tersebut bukan titik yang
memberikan keuntungan maksimum. Sementara titik-titik yang
berada di luar garis-garis hitam merupakan daerah yang berada di luar
batas sehingga tidak mungkin bisa dicapai oleh perusahaan. Dengan
demikian kandidat dari solusi vang bisa memberikan keuntungan
yang maksimum terletak tepat pada garis-garis hitam. Pada garis-
garis tersebut semua sumberdaya vang ada sudah tepat sepenuhnya
terpakai.
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Langkah sekanjutnya adalah mengidentifikasi secara tepat posisi
dari titik-titik tersebut. Khusus untuk titik O, A dan D sudah teriden-
tifikasi sebelumnya karena mereka merupakan titik potong dari
batasan-batasan yang ada dengan sumbu X dan sumbu Y. Untuk itu
perhatian ditujukan sepenuhnya untuk mengetahui posisi dari titik-
titik B dan C secara presisi.

Untuk mengetahui posisi dari titik-titik tersebut maka perlu dilihat
lagi batasan-batasan mana yang membentuk titik B dan titik C. Titik B
merupakan titik potong dari batasan P dan batasan L. Sementara titik
C merupakan titik potong antara batasan M dan batasan L. Dengan
demikian usaha untuk mengetahui posisi titik-titik tersebut secara
tepat maka hal yang perlu dilakukan adalah memotongkan garis-garis
vang terlibat.

[itik B (pemotongan garis batasan P dan batasan L) :

Garis batasan L : 15X+10Y = 300= 30X + 20Y = 600

Garis batasan P : 20Y =360 = 20Y = 360

(-)
30X = 240,
X=8,danY =18

Jadi titik B sudah bisa diidentifikasi posisinya yaitu terietak pada
koordinat (8.18) yang berarti bahwa pada titik ini Jupiter mempro-
duksi X sebanyak 8 unit dan memproduksi Y sebanyakl8.

Sekarang marilah kita beralih pada titik C yang mana titik ini
merupakan perpotongan garis batasan M dan batasan L.

Titik C:

Garis batasan (M), 10X+12Y = 240 = 150X + 180Y= 3600
Batasan tenaga kerja (L), I3X+10Y = 300 = 150X + 100Y= 3000(_)
80Y=600
Y=75X=15

Dengan demikian posisi titik C sekarang sudah bisa diidentifikasi
yaitu berada pada koordinat (15,7.5) yang berarti bahwa pada titik
ini Jupiter memproduksi X sebanyak 15 unit dan memproduksi Y
sebanyak 7.5 unit.

Selanjutnya berbagai titik yang menjadi kandidat dari solusi vang
dicari akan diuji mengenai seberapa besar dia mampu memberikan
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keuntungan kepada perusahaan. Sebelumnya semua titik yang ada
akan disusun dalam tabel berikut ini.

‘s X Y Total
Titik X . . .
(1) |Jmlh|KontriBusi| Profit | Jmlh |KontriBusi| Profit Profit
@) BG)  |4=2x3)| (5) (6) __{(7=5x6)| (8=4+7)
A 0 0 18 900 900
B | 8 30 240 | 18 50 900 | 1140
C 15 450 7.5 375 825
D 20 600 0 0 600

Kolom profit (keuntungan), kolom (4) untuk X dan kolom (7)
untuk Y, merupakan perkalian antara jumlah dan kontribusi. Pada
kasus X, kolom 4 merupakan perkalian antara kolom (2) dan kolom
(3). Pada kasus Y, kolom 7 merupakan perkalian antara kolom (5) dan
kolom (6). Kolom terakhir, yaitu kolom total profit (keuntungan), bisa
diperoleh dengan menjumlahkan kolom 4 dengan kolom 7.

Berdasar hasil yang diperoleh pada tabel di atas terlihat bahwa
titik B memberikan keuntungan tertinggi bagi perusahaan. Dengan
demikian maka perusahaan perlu memproduksi barang X sebanvak

8 unit dan memproduksi barang Y sebanvak 18 unit.
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1. PENDAHULUAN

Sistem persamaan linier yang didiskusikan pada bab satu terdahulu
menunjukkan banyaknya aplikasi tidak saja dalam bidang ekonomi
melainkan juga dalam bidang-bidang yang lain. Ketika sistem persa-
maan yang dibentuk oleh persamaan-persamaan linier tidak hanya
melibatkan dua atau tiga variabel namun lebih dari itu, mempunyai
orde vang lebih tinggi, maka pemecahan sistem persamaan tersebut
akan menjadi sangat kompleks jika didekati dengan cara yang sama
seperti yang ditempuh pada Bab L. Cara lain yang mampu member-
ikan kemudahan dalam penyelesaian sistem persamaan ini adalah
dengan menggunakan pendekatan matriks.

2. DEFINISI

Vektor adalah kumpulan angka yang disusun berdasar urutan
secara mendatar ataupun secara menurun. Susunan yang dibuat
secara mendatar atau menurun ini menentukan jenis vektor yang
ada. Misalnya susunan angka vang dibuat berurutan secara mendatar
disebut sebagai vektor baris. Disebut demikian karena susunan terse-
but membentuk suatu baris. Sedangkan susunan angka yang dibuat
berurutan secara menurun disebut sebagai vektor kolom karena
susunan yang demikian membentuk suatu kolom. Berikut ini adalah
contoh-contoh vektor. -

2
0 1
a=fl 7 3 0)ib=|2]:c=|7]| @2
6 0
_4_

Vektor a disebut sebagai vektor baris. Sedangkan vektor b dan
vektor ¢ disebut sebagai vektor kolom.

Pemahaman atas vektor sebagaimana vang dipaparkan di atas
akan sangat membantu memahami makna matriks. Matriks adalah
susunan angka-angka yang masing-masing menempati posisi tertentu
sehingga secara keseluruhan membentuk segi empat. Berikut ini
adalah contoh-contoh dari suatu matriks.
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Matriks

(4.2.2)
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Setiap vektor atau matriks terdiri dari elemen-elemen pembentuk
vektor atau matriks. Elemen-elemen ini adalah angka-angka yang
berada dalam vektor atau matriks yang menduduki posisi/lokasi
tertentu. Posisi atau lokasi dari elemen ini ditunjukkan oleh baris
dan kolom di mana elemen tersebut berada. Misalnya pada matriks
A susunan angka-angka “219” berada pada baris pertama dari
matriks tersebut. Sedangkan susunan angka-angka “7 4 3" dan *5 0
8" masing-masing berada pada baris kedua dan ketiga. Selain dengan
cara ini, angka-angka pada matriks A tersebut bisa dilihat dengan cara
vang berbeda, misalnya susunan angka-angka “2 7 5" yang tersusun
menurun pada matriks tersebut berada pada kolom pertama. Seter-
usnva susunan angka-angka “1 4 0” merupakan kolom kedua vang
membentuk matriks A demikian juga susunan angka-angka “9 3 8”
merupakan kolom ketiga.

2.1. Elemen

Dengan cara memandang vektor atau matriks seperti di atas
maka seterusnya setiap elemen bisa ditentukan posisinya berdasar-
kan “koordinat” masing-masing. Misalnya, pada matriks A di atas,
angka 2 merupakan elemen dari matriks A yang berada pada posisi
baris kesatu dan kolom kesatu. Sedangkan angka 8 pada matriks B
merupakan elemen yang berada pada baris ketiga dan kolom ketiga.
Seterusnya angka 4 pada matriks C merupakan elemen vang berada
pada baris kedua dan kolom ketiga.

Berdasar pada identifikasi posisi dari masing-masing elemen dalam
matriks seperti dipaparkan di atas maka secara umum matriks bisa
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dituliskan dengan mengidentifikasi posisi dari masing-masing elemen

vang ada sebagaimana,berikut ini: .
yang gaimapgberifutipi:
dy. dy dy. . . dy,
d31 dS'.’. d.’o.'i‘ R dJu

D= . e e e e e e (42 5)
_dml dmﬁ de -t dmn n

Dalam matriks D di atas d,, adalah elemen yang berada pada
posisi baris kesatu dan kolom kesatu, d,, merupakan elemen vang
berada pada baris kesatu dan kolom Ledua, d,, merupakan elemen
vang berada pada baris kesatu dan kolom ketlga d, adalah elemen

- vang berada padabaris kesatu dan kolom ke-n. Seterusnya d, adalah
elemen yang berada pada baris kedua dan kolom ke-n; d, adalah
elemen vang berada pada baris ketiga dan kolom ke-n: d_, merupakan
elemen yang berada pada baris ke-m dan kolom kesatu dan akhirnya
d,, adalah elemen yang berada pada baris ke-m dan kolom ke-n.

2.2. Vektor Pembentuk Matriks

Sekarang. pandanglah matriks-matriks A, B, dan C di atas. Pada
setiap di antaranya bisa dilihat bahwa masing-masing matriks bisa
dipandang sebagai kumpulan dari vektor-vektor. Matriks A bisa dipan-
dang sebagai kumpulan dari tiga vektor baris yang masing-masing
adalah sebagai berikut:

Ag=P 1 3]
A, =[7 4 3] (4.26)
A, =[5 2 8]

Vekior A, merupaLan vektor baris yang diambil dari baris kesatu
dari mamks A Vektor A, dan A, masing-masing merupakan baris
kedua dan baris ketiga yang diambil secara terpisah dari matriks A
sehingga dia menjadi vektor baris vang berdiri sendiri. Penulisan
vang menggunakan simbol A, bisa diartikan bahwa vektor tersebut
berasal dari matriks A baris kesatu (1) yang terdiri dari beberapa
kolom (K). Dengan cara pandang vang sama vektor B bisa dipandang



91
Matriks

sebagai empat vektor baris yang semuanya bisa dilihat pada ekspresi
di bawah ini.

B,=[l 0 0 3]

B,=[ 4 0 7]4.27)

B,=-[0 2 8 3]

B,-[4 0 3 ¢]

Begitu juga matriks C juga bisa dipandang sebagai kumpulan
vektor-vektor berikut ini.

C.=[3 0 2 1]
(4.2.8)
Cu=1 1 4 7]

Selain itu matriks-matriks di atas: A, B dan C, bisa juga dipan-
dang melalui cara pandang yvang lain yaitu sebagai kumpulan dari
vektor-vektor kolom yang masing-masing adalah sebagai berikut:

2 1 5
Ay=17|i Ap=|4]: Ay =13 4.29)
5 2 8

Vektor A; merupakan vektor kolom yang diambil dari kolom
kesatu dari matriks A. Vektor A, dan A, masing-masing merupa-
kan kolom kedua dan kolom ketiga yang diambil secara terpisah dari
matriks A sehingga dia menjadi vektor kolom yang berdiri sendiri.
Penuiisan yang menggunakan simbol A, menunjukkan bahwa vektor
tersebut berasal dari matriks A vang terdiri dari beberapa baris (B)
dari kolom kesatu (1). Pemaknaan yang sama juga bisa dikenakan pada
simbol-simbol yang ada pada vektor-vektor yang lain.

Dengan cara yang sama matriks B juga bisa dipandang sebagai
kumpulan dari vektor-vektor kolom berikut ini.

0 0

1
9 4
Bo=|o|: Boe=|, | Bas" (4.2.10)
4 0
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Selanjutnya matriks C dalam (4.2.4) di atas juga bisa dipandang
sebagai kumpulan dari vektor-vektor kolom seperti di bawah ini:

3 0 2 1
Cp = |:le3 Cqo = [1]3' Cys = |:4:|; Cy, = [7] (4.2.11)

2.3. Matriks Empat-persegi-panjang, Matriks Bujur
Sangkar dan Vektor iota

Dalam bagian di atas telah disebutkan bahwa matriks A terdiri dari
elemen-elemen pembentuk yang masing-masing menduduki posisi
tertentu. Susunan dari elemen ini pada akhirnya secara keseluruhan
membentuk “konstelasi” tertentu. Sebagai ilustrasi, bandingkanlah
matriks A dan matriks C di atas. Pada keduanva “konstelasi” yang
dibentuk oleh elemen-elemen vang ada berbeda pada keduanya. Pada
matriks A susunan angka-angka vang terbentuk membentuk baris
dan kolom sebanyak 3 (tiga). Sementara pada matriks B susunan dari
angka-angka yang ada membentuk 4 (empat) baris dan 3 (tiga) kolom.
Sedangkan pada matriks C susunan angka-angka yang terbentuk
menghasilkan dua baris dan tiga kolom.

Susunan matriks seperti matriks B dan matriks C di atas dise-
but sebagai bentuk empat-persegi-panjang karena jumiah baris dan
kolom yang dipunyai tidak sama. Sementara bentuk yang ada pada
matriks A disebut sebagai bentuk bujur sangkar karena jumlah baris
dan kolom vang dipunyai adalah sama.

Matriks bujur sangkar ini mempunyai sifat yang kahs. Kekhasan
vang dipunyai ini terletak pada adanya elemen diagonal yang tidak
ada pada bentuk lain. Diagonal dari matriks bujur sangkar ini adalah
elemen-elemen yang menduduki suatu “koordinat” di mana baris
dan kolomnva adalah sama. Diagonal ini bisa juga dipandang sebagai
suatu garis imajiner yang “membelah” secara miring matriks yang
bersangkutan menjadi dua bagian vang berbentuk segitiga sama dan
sebangun. Sebagai ilustrasi, lihatlah kembali matriks A. Elemen a
vang berada pada baris kesatu dan kolom kesatu {(dalam hal ini adalah
2) , elemen a,, yang berada pada baris kedua dan kolom kedua (dalam
hal ini adalah 4) dan elemen a,, vang berada pada baris ketiga dan
kolom ketiga (dalam hal ini adalah 8) merupakan elemen diagonal.
Lihatlah bagian kanan keatas dan bagian kiri kebawah dari diagonal
tersebut. Kedua bagian /belahan tersebut membentuk segitiga yang
tepat sama diantara keduanya.
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3. ORDE ATAU DIMENSI DARI MATRIKS, VEKTOR DAN SKALAR

Sebagaimana yang dikenal pada sistem persamaan linier, matriks
juga mempunyai orde atau dimensi. Orde atau dimensi dari suatu
matriks dibentuk dari berapa banyak baris dan kolom yang menyusun
suatu matriks. Matriks A di atas menunjukkan bentuk bujur sangkar
yang mempunyai orde atau dimensi dua kali dua. Matriks B mempu-
nyai orde atau dimensi tiga kali tiga karena terdiri dari tiga baris dan
tiga kolom. Adapun matriks C mempunyai orde atau dimensi dua kali
tiga karena terdiri dari dua baris dan dua kolom.

Berpegang pada ketentuan tersebut maka suatu matriks mempu-
nvai dimensi mx » jika matriks tersebut terdiri dari m baris dan n
kolom. Suatu vektor baris mempunyai dimensi 1x », sedangkan vektor
kolom mempunyai dimensi m x1 adapun skalar mempunyai dimensi
1x1. Pemahaman atas dimensi dari vektor dan matriks ini akan sangat
membantu dalam mengidentifikasi hasil dari perkalian vektor dan
matriks di bawah ini.

Seringkali dalam suatu pembahasan menampilkan suatu vektor
atau matriks tidak dengan tujuan untuk melakukan operasi terhadap-
nya melainkan hanya untuk melakukan analisis dan diskusi atas vektor
dan matriks tersebut. Untuk kepentingan seperti ini akan menjadi
percuma dan menjadi tidak praktis jika menampilkan keseluruhan
bodi dari vektor atau matriks tersebut. Dalam kasus seperti ini vektor
atau matriks yang bersangkutan hanya ditampilkan dalam bentuk
sirnbol. Karena hanya dalam bentuk simbol maka penulisannya tetap
harus memudahkan siapapun yang membaca untuk mengetahui
matriks tersebut. Hal yang mendasar adalah mengenai simbol dari
dimenst vektor atau matriks tersebut. Berikut ini adalah contoh-con-
toh mengenai bagaimana menyimbolkan vektor atau matriks.

A(mxn) 3 B(ixj) 3 C(l,,»j) 3 D(mx]) (4-3.])

Pada penyimbolan vektor atau matriks yang digambarkan pada
ekspresi (4.3.1) di atas, bilangan yang ada dalam kurung dan dituliskan
sebagai subscript menunjukkan dimensi dari vektor atau matriks vang
bersangkutan. Matriks A di atas mempunvai dimensi m x n, sedang-
kan matriks B mempunyai dimensi 7 x ;. Vektor C merupakan vektor
baris dengan jumlah kolom sebanyak j, adapun D merupakan vektor
kolom dengan jumlah baris sebanyak m. Simbol-simbol dimensi yang
digunakan di muka yaitum, n,i,j= 0.
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Sebagai catatan di sini adalah bahwa ada penyimpangan dalam
penulisan skalar. Meskipun skalar mempunyai dimensi, yaitu 1x1,
namun dimensi tersebut tidak perlu disertakan dalam penulisannya
sebagaimana yang terjadi dalam kasus vektor dan matriks. Tatacara
penulisan skalar yang standar adalah cukup dengan menyebutkan
bahwa dia adalah skalar.

4. OPERASI VEKTOR DAN MATRIKS

Sebagaimana bilangan, vektor dan matriks juga bisa dilakukan
operasi atasnya. Vektor ataupun matriks bisa ditambahkan /dikurang-
kan dengan /dari vektor ataupun matriks lainnya jika syarat-syarat-
nya terpenuhi. Demikian juga vektor ataupun matriks bisa dikalikan
dengan vektor atau matriks lainnya jika syarat-svarat untuk itu
terpenuhi. Namun, tidak ada operasi pembagian terhadap suatu
matriks oleh matriks yang lam Berikut ini disajikan berbagai operasi
vang dimaksudkan.

4.1. Transpose

Suatu transpose dari suatu vektor atau matriks adalah vektor atau
matriks baru di mana kolom-kolom vang ada berasal dari baris-baris
dari matriks aslinya. Hal ini juga bisa dipandang dengan cara lain
vang “terbalik” namun tidak mengubah makna yaitu bahwasanva
suatu transpose dari suatu vektor atau matriks adalah vektor atau
matriks baru di mana baris-baris yang ada berasal dari kolom-kolom
dari matriks aslinva.

Setiap elemen vang berada pada kolom ke j dari transpose tersebut
berasal dari elemen yang ada dalam baris ke j dari matriks aslinva.
Sebaliknya hal ini juga bisa dikatakan bahwa setiap eletnen yang
berada pada baris ke j dari transpose tersebut berasal dari elemen
vang ada dalam kolom ke j dari matriks aslinya.

Transpose dari suatu matriks disimbolkan dengan memberikan
tanda “ * " pada simbol vektor atau matriks aslinya. Cara lain yang
biasa dipakai untuk tujuan ini adaiah dengan menambahkan huruf
“T” di belakang simbol vektor atau matriks aslinya yang dituliskan
sebagai superscript.
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Sebagai ilustrasi dari hal ini bisa dilihat pada contoh-contoh beri-
kut ini yang mengambil dari vektor atau matriks dari (4.2.1), (4.2.2),
(4.2.3) dap (4.2.4)di atas.

1

T 7 T

at=| :b™=J0 2 6); =21 7 0 4] (4.4.1)
O-
(2 7 5

AT=|1 4 0| (44.2)
9 3 8
1.9 0 4

gro|0 420 (443)
008 3|
3756
(3 1
0 1

CT= 444
5 (4.4.4)
1 7

Vektor-vektor a', b" dan ¢" terlihat bahwa bentuk mereka berubah
total dari vektor aslinya. Vektor a yang tadinya merupakan vektor
baris berubah menjadi vektor kolom dalam transpose-nya. Demikian
jugavektor b dan ¢ yang merupakan vektor kolom berubah menjadi
vektor baris pada transposenya.

Sekarang bandingkanlah matriks AT dengan matriks A. Terlihat
bahwa elemen-elemen yang ada pada kolom-kolom pada AT tepat
sama dengan elemen-elemen yang ada pada baris baris pada matriks
A. Secara spesifik bisa dilihat bahwa elemen-elemen pada kolom 1,
2 dan 3 pada matriks AT tepat sama dengan elemen-elemen pada
baris 1, 2 dan 3 pada matriks A. Hal yang sama juga bisa dilihat bahwa
elemen-elemen pada baris 1, 2 dan 3 pada matriks AT ternyata tepat
sama dengan elemen-elemen pada kolom 1, 2 dan 3 pada marriks A.
Pembaca dipersilahkan untuk memeriksa sendiri hal yang sama pada
matriks-matriks BT dan CT.
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4.2. Operasi Penambahan

Operasi penambahan atau pengurangan suatu vektor atau matriks
oleh vektor atau matriks lainnya bisa dilakukan hanya apabila kedua
vektor atau kedua matriks yang bersangkutan mempunyai dimensi
yang sama. Pada sub seksi berikut disampaikan tatacara operasi
penambahan atau pengurangan.

Tata Cara Operasi

a.

Kenali Dimensi Kedua Vektor atau Matriks

Sebagaimana disebutkan di muka bahwa dua vektor atau
matriks bisa dilakukan operasi penambahan atau pengurangan
hanya jika keduanya mempunyai dimensi yang sama. Untuk itu
sebelum melakukan operasi penambahan atau pengurangan
ini maka perlu terlebih dahulu diperiksa dimensi dari kedua
vektor atau matriks yang akan dioperasikan apakah keduanya
mempunyai dimensi yang sama atau tidak.

Beri Nama-nama Vektor atau Matriks yang akan Dioperasikan

Peberian nama ini kelihatannya sepele namun akan sangat
membantu dalam melokalisir elemen-elemen dari matriks hasil
operasi

Berikan Juga Nama pada Vektor yang akan Menjadi Hasil
Operasi dan Identifikasikan elemen-elemen yang ada

Demikian juga pemberian nama atas vektor atau matriks
hasil operasi di sini akan sangat memudahkan untuk menge-
tahui elemen-elemen dari vektor atau matriks tersebut. Dari
elemen-elemen ini kemudian bisa diidentifikasi bagaimana cara
memperoleh elemen-elemen vang dimaksudkan.

Lakukan Operasi

Melakukan operasi di sini adalah dengan membentuk
matriks baru di mana elemen-elemen yang ada sebagaimana
disebutkan pada poin ¢ di atas dibentuk dengan cara menjum-
lahkan elemen-elemen yang ada pada matriks vang satu dengan
elemen pasangannya pada matriks yang lain. Bentuk umum
mengenai hal ini adalah :

¢, =a +b (4.4.5)
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Pada (4.4.5) di atas, ¢ adalah elemen pada matriks baru
yang berada pada baris ke-m dan kolom ke-n. Sedangakan
a__adalah elemen pada matriks pertama yang berada pada
baris ke-m dan kolom ke-n, sementarab_ adalah elemen pada
matriks kedua yang berada pada baris ke-m dan kolom ke-n.

Contoh 4.1,
Anggap ada dua buah matriks: matriks A dan matriks B berikut

ini.
2 1 0 4
A= : B=
33 9 2

Temukan penjumlahan dari matriks A dan B di atas

Penvelesajan:

a. Baik matriks A dan B di atas mempunvai dimensi 2x2
sehingga operasi penambahan atau penjumlahan bisa
dilakukan terhadap keduanya

b. Kedua matriks sudah diberi nama sehingga tidak perlu lagi
untuk memberikan nama pada keduanya

¢. Anggap bahwa matriks hasil penjumlahan inj bernama
matriks C dengan dimensi 2x2. Adapun elemenn-elemen
- dari matriks C ini adalah:
Coo =| " | (446)
2 as e o
d. Operasi selanjutnya adalah menemukan masing-masing
elemen yang ada dalam matriks C, yaitu:

o =a, +b, Gy =ap+b
e =2+0 ¢, =1+4

o =2 €y =3

€ =ay +by Cp =+,
¢, =2+0 ¢, =1+4
=2 €y =5

Sehingga matriks hasil penjumlahan antara matriks A dan

matriks B adalah
2 5
C‘M’:[lz 7]
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Contoh 4.2.
Kurangkanlah matriks E dari matriks D berikut ini:

0 3109 6 1 0 7

D=] 1.0 4;E=3 1 8 2

2 83 5 0710

7 0 2 6 351 8
Untuk melakukan penyelesaian diperlukan langkah-langkah
sebagai berikut:

a. Baik matriks D dan E di atas mempunyai dimensi 4x 4
sehingga operasi pengurangan bisa dilakukan terhadap
keduanya

b. Kedua matriks sudah diberi nama sehingga tidak perlu lagi
untuk memberikan nama pada keduanya

c. Anggap bahwa matriks hasil penjumlahan ini bernama
matriks F dengan dimensi 4x 4. Adapun elemenn-elemen
dari matriks F ini adalah:

fn e S S

f!l f.’Z f23 .fl-i (44.7)

Ja Tao In fu

o Jo Ju Ju

d. Operasi selanjutnya adalah menemukan masing-masing
elemen vang ada dalam matriks F, yaitu:

Jun=dy-e, fo=d,—e, fy=dy~-¢; f,=d,-e,
Ji=0-6 :f.=3-1 1 /f;=1-0 ;f,=9-7
Jun=-6 Ja=2 Ju=1 Sia=2

Juw=dy—ey frn=dpn—en fu=dy—ey fou=d,-e,
fu=1=3 i fa==1 fn=0-8 f,=4-2
Sy =2 Jn=0 f23=_8 Ja =2
fa=dy—ey fn=dn—ey fh=dy—ey fi=d,-e,
Jfu=2-0 ; fn=8-7 ;fu=3-1 = fu=5-0

Ju=2 S =1 Ju=2 Sy =5
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Ja=4d, —€y Jo=dy—ey . Ju=dy ~€a Ju=d, —ey

fu=7-3 " f,=0-5 " fa=2-1 " fu=6-8

Ju=4 Jo=-5 Ju =1 Ju="2
Sehingga,

F =
(-Ix-l) 2 1 2 5

4.3. Operasi Perkalian

Vektor atau matriks juga mempunyai sifat seperti bilangan. Mereka
Jjuga bisa dikalikan satu sama lain hanya saja tidak seperti bilangan
vang bebas dikalikan satu sama lain dengan bilangan apapun tanpa
syarat. Vektor atau matriks mensyaratkan svarat-syarat tertentu agar
bisa dikalikan satu sama lain yang mana hal ini akan disampaikan
pada bagian di bawah ini nantinva. Adapun tata cara perkaliannvapun
sangat khas dan cukup kompieks yang membutuhkan ketelitian dan
kecermatan dalam melakukannya.

4.3.1. Tata Cara Operasi

a. Kenali Dimensi Kedua Vektor atau Matriks

Sebagaimana disebutkan di atas bahwa dua vektor
atau matriks bisa dilakukan operasi perkalian dengan
svarat tertentu. Vektor atau matriks bisa dikalikan dengan
vektor atau matriks lainnya asalkan ada kecocokan antara
dimenst dari vektor atau matriks yang dikalikan dengan
vektor atau matriks vang berperan sebagai pengalinva.
Secara lebih spesifik kecocokan dimensi ini bisa ditemui
jika jumlah kolom dari vektor atau matriks vang dika-
likan sama dengan jumlah baris dari vektor atau matriks
pengali. Untuk memperjelas konsep tersebut periksalah
beberapa vektor dan matriks berikut ini:

})(2::3): Q(Sle; () » D3

Berdasar pada ketentuan vang merupakan syarat dari
perkalian, maka vektor atau matriks-matriks berikut ini
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adalah vektor atau matriks vang bisa dan vang tidak bisa
dikalikan satu sama lainnya.

Tabel 4.1,

No | Bisa Dikalikan | Tidak Bisa Dikalikan
1 | Pog x Qo Sy X Py

2 Q(sxz} X P(zrs) R(axl) X P

3 | Paw % Ry Qixea) X Squas)

4 | Ry x Soa Pyay X Spa

5 S{Ix3) X R(hl)

6 | Saa X Qi

Bisa dilihat pada nomor 1 tabel di atas jumlah kolom
matriks P sama dengan jumlah baris matriks Q vaitu 3. Hal
ini juga bisa dilihat pada nomor 2 di mana jumlah kolom
pada matriks QQ sama dengan jumlah baris yang ada pada
matriks P yaitu 2. Hal ini juga terjadi pada kasus-kasus
lainnva pada kolom vang sama. Pembaca dipersilahkan
untuk memeriksa kasus-kasus sisanva.

Pada nomor 3 kolom kedua tabel di atas terlihat bahwa
jumlah kolom pada matriks Q, vakni 2, tidak sama dengan
jumlah baris vang ada pada matriks S, yakni 1. Karena
itu matriks Q tidak bisa dikalikan dengan matriks S.
Demikian juga kasus-kasus yang lain pada kolom vang
sama semuanya tidak bisa dikalikan satu dengan lainnva.

Sekarang. untuk memudahkan identifikasi atas dua
buah matriks yang bisa dikalikan satu sama lain dalam
tabel berikut ini akan dituliskan dimensi dari matriks-
matriks vang bisa dikalikan satu dengan lainnya.

Tabel 4.2,

No |Kecocokan Dimensi
(2x3)x(3x2)
2 [(8x2)x(2x83)
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(2x3)x(3xl)
(3x1)x ((1x3)
(Ax3)x(3x))
6 | (Ix3)x(3x2)

O oW | OO

Identifikasikan Dimensi dari Vektor atau Matriks Hasil
Perkalian

Identifikasi ini diperlukan karena dengan identifikasi
ini akan bisa ditemukan elemen-elemen yang ada pada
matriks hasil kali tersebut. Untuk melakukan identifikasi
ini perlu melihat dimensi dari kedua matriks yang akan
dikalikan. Untuk memperoleh cara vang praktis lihat-
lah kembali dimensi-dimensi dari matriks-matriks yang
dikalikan pada tabel 4.2, Dimensi dari matriks hasil kali
bisa diperoleh dengan cara menghilangkan angka-angka
vang vang mempunyai latar belakang abu-abu pada tabel
4.2. di atas. Adapun hasil lengkap dari identifikasi ini bisa
dilihat pada tabel berikut ini.

Tabel 4.8
No Dimensi Matriks-matriks | Dimensi Matriks
yang Dikalikan Hasil Kali
1 | (2x3)x(3x92) 2x2)
2 | 3x2)x(2x3) (3x3)
3| 2x3)x(3x1) 2x1)
4 [(3x1)x(1x93) (3x3)
5 | Ix3)x(3x1) (I1x1)
6 | Ox3)x(3x%x2) (1x2)

Informasi yang ada dalam tabel 4.3. di atas sebagi-
annya berasal dari tabel 4.2, sebelumnya. Informasi
yang ada pada kolom 2 tabel 4.3. berasal dari kolom 2
tabel 4.2.. Sedangkan nilai-nilai yang dipaparkan pada
kolom 3 tabel 4.3. diperoleh dengan cara menghilangkan
angka-angka vang mempunvyai latar belakang abu-abu
pada masing-masing baris (nomor). Sebagai titian inga-
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tan bagi para pemula, dimensi matriks hasil kali ini juga
bisa diingat-ingat sebagai mengambil angka yang ada
pada ujung paling depan dan angka yang ada pada ujung
paling belakang.

¢. Menggelar Struktur Matriks Hasil Kali

Setelah dimensi dari matriks hasil kali bisa diiden-
tifikasi maka perlu untuk menggelar matriks hasil kali
tersebut. Sebagai ilustrasi ambillah contoh nomor 1 pada
tabel 4.3. di atas di mana diketahui bahwa matriks hasil
kali mempunyai dimensi 2 x 2. Anggap bahwa matriks
hasil kali tersebut diberi nama matriks P, sehingga:

L 1
T, = (4.4.8)
(2x2) |:T1 T2 ]

d. Menemukan Nilai-nilai dari Masing-masing Elemen

Nilai-nilai dari masing-masing elemen-elemen di
atas bisa dicari melalui cara mengalikan baris ke “i” dari
matriks yang berada di depan dengan kolom ke “j” dari
matriks vang berada di belakang. Dalam bentuk umum
hal ini bisa ditunjukkan sebagai ekspresi berikut ini:

T, = > P(Baris ke —i)* Q(kolom ke - j) (4.4.9)

Di mana P adalah matriks vang berada di depan dan
Q adalah matriks vang berada di belakang.

4.3.2. Perkalian Antar Matriks

Dalam pembahasan berikut ini akan diberikan ilustrasi
mengenai perkalian antar matriks.
Contoh 4.3.

Kalikanlah matriks P, , dan matriks Q , , berikutini,

(2x3)
3 5
P=|:; : (5)];Q== 0 7
2 6

Karena matriks hasil kali sudah diketahui nama dan
dimensinva, yakni matriks T yang ada pada (4.4.8), maka
elemen-elemen dari matriks T bisa diperoleh melalui:
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T, =Y P(Baris 1) * Q(Kolom 1)

Tanda ¥ menunjukkan penjumlahan dari perkalian yang
ada. Untuk memperjelas mengenai hal ini, berikut ini dipa-
parkan lebih detail mengenai perkalian tersebut metalui
tabel berikut ini.

Tabel 4.5 Mencari T,

P (Baris 1) Ditulis | Q (kolom ke 1} | Hasil
dalam Transpose (2) M x(2)
)
1 3 3
4 0 0
0 2 0
Jumlah T,=3

Kolom hasil diperoleh dengan cara mengalikan kolom (1)
dan kolom (2) pada tabel di atas.

Dengan cara yang sama elemen-elemen yang lain dari
matriks T bisa dicari. Berikut ini adalah proses dari pencar-
ian elemen-elemen matriks T.

T, = YP(Baris 1)*(Kolom 2)
Tablc 4.6. Mencari T,,

P (Baris 1) Ditulis .
] (kolom ke 2) | Hasil
dalam ’I(‘; ;mspose Q @) I x (2)
1 5 5
4 7 28
0 6 0
Jumlah T, =33

T,, = YP(Baris 2)*Q(Kolom 1)

Tabel 4.7. Mencari T,

P (Baris 2) Ditulis | Q (kolom ke 1) Hasil
dalam Transpose (2) (1) x (2)
(1
3 3 9
0 0 0
3 2 10
Jumlah T, =19
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T,, = YP(Baris 2)*Q(Kolomn 2)
Tabei 4.8. Mencari T,

P (Baris 2) Ditulis | Q (kolom ke 2) | Hasil
dalam Transpose 2) (1) x (2)
)
3 5 15
0 7 0
5 6 30
Jumlah T,, =45

Setelah semua elemen dari matriks T diperoleh maka
selanjutnya elemen-elemen ini dimasukkan ke dalam matriks
T dalam (4.4.8). sehingga diperolehlah matriks hasil kali
antara P,  dan Q ., vaitu:

3 33
T=
19 45
Contoh 4.4,
Lihatlah kedua matriks di bawah ini. Temukan matriks

hasil kali antara keduanya.

Penveiesaian:

Prosedur Operasi
a. Pemeriksaan Kecocokan Dimensi

Karena matriks R mempunyai dimensi (3 x 2) dan matriks
S mempunyai dimensi (2 x 2) maka kedua matriks mempunyai
kecocokan dimensi yang merupakan syarat bagi dimungkink-
annya perkalian antara Rx S.

b. Identifikasi Dimensi dari Matriks Hasil Kali
Selanjutnya karena matriks R mempunyai dimensi (3 x 2)

dan matriks § mempunyai dimensi (2 x 2) maka matriks Hasil
kali T akan mempunyai dimensi (3 x 2).
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¢. Menentukan Struktur Elemen Matriks Hasil Kali

Matrik hasil kali T akan mempunyai elemen-elemen seperti

terpapar berikut ini:

T=

T Ty
TZI TZZ
Ty Tn

d. Menentukan Nilai dari Elemen-elemen Matriks Hasil Kali

Untuk menentukan nilai-nilai dari setiap elemen vang ada
maka perlu diikuti prosedur seperti yang sudah dipaparkan di

muka.

T, = D R(Baris1)* S(Kolom1)

Tabel 4.9. Mencari T,

R (Baris 1) Ditulis |S (kolom ke 1) Hasil
dalam "I(‘;‘;mspose (2) 1) x (2)
7 9 63
3 2 6
Jumlah T, =69
T,= Z R(Baris1)* S(Kolom 2)
Tabel 4.10. Mencari T,
R (Baris 1) Ditulis dalam Transpose | S (kolom ke 2) | Hasil
(1) (2) (1) x(2)
7 4 28
3 6 18
Jumlah T, =46
T, = > R(Baris 2) * S(Kolom1)
Tabel 4.11. Mencari T,
R (Baris 2) Ditulis dalam S (kolom ke 1) | Hasil
Transpose (1) (2) (1) x (2)
2 9 18
8 2 16
Jumlah T, =34
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T,, =Y R(Baris 2)* S(Kolom2)

Tabel 4.12. Mencari T,

R (Baris 2) Ditulis dalam S (kolom ke 2) | Hasil
Transpose (1) (2) 1) x (2)
2 4 8
8 6 48
Jumlah T,, =56
T,, =D R(Baris3)* S(Kolom1)
Tabel 4.13. Mencari T,
R (Baris 3) Ditulis dalam S (kolom ke 1)| Hasil
Transpose (1) (2) (1) x (2)
4 9 36
1 2 2
Jumlah T, =38
T,, = R(Baris3)* S(Kolom?2)
Tabel 4.14. Mencari T,,
R (Baris 3) Ditulis | S (kolom ke 2) Hasil
dalam Transpose (2) (1) x (2)
(1
4 4 16
1 6 6
Jumlah T, =22

Setelah memperoleh seluruh nilai dari setiap elemen yang
ada maka nilai-nilai vang telah ditemukan ini dimasukkan ke
dalam matriks hasil kali, menjadi:

69 46
T=|34 56
38 22

4.3.3. Perkalian Antar Vektor

Mengingat vektor adalah merupakan bentuk khusus dari
matriks maka vektor juga bisa dioperasikan sebagaimana
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suatu matriks. Adapun prosedur yang perlu ditempuh juga
sama dengan prosedur perkalian yang ada dalam perkalian
antar matriks.

Contoh 4.5,
Carilah hasil kali dari kedua vektor tersebut.

.
R=|3|; s=[5 0 9]
1

Penyelesaian:

a. Anggap matriks hasil kali antara keduanya adalah matriks

b. Vektor R mempunyai dimensi R, dan vektor S
mempunyai dimensi §,;, - Dengan demikian dimensi
dari matriks hasil kali antara keduanya, U, adalah 3 x 3
(ingat, ambil angka yang berada paling ujung depan dan
angka vang berada pada paling ujung belakang)

¢. Struktur dari Matriks hasil kali adalah

Uy U, U,
U=|U, Un Uy
Uy Us; U

d. Mencari elemen-elemen U
U, = XR(Baris 1)*Q(Kolom 1)

Tabel 4.13. Mencari U,

R (Baris ke 1} | S (kolom ke 1) Hasil
1) (2) 1) x(2)
7 5 35
Jumlah U,=35

Tabel 4.16. Mencari U,

R (Bariske 1) | S(kolom ke 2) Hasil
(1) (2) (1) x(2)

7 0 0
Jumlah U.=0

12
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Tabel 4.17. Mencari U,

R (Baris ke 1} | S (kolom ke 3) Hasil
1) (2) (1) x (2)
7 9 63
Jumlah U,.=63
) Tabel 4.18. Mencari U,
R (Baris ke 2) | S (kolom ke 1) Hasil
1) (2) () x(2)
3 5 15
Jumlah U, =15
Tabel 4.19. Mencari U,
R (Baris ke 2) | S (kolom ke 2) Hasil
(1) (2) (1) x(2)
3 0 0
Jumlah U,=0
Tabel 4.20. Mencari U,
R (Bariske2) | S(kolomke3) | Hasil
(1) (2} (1) x(2)
3 9 27
Jumlah U, =27
Tabel 4.21. Mencari U,
R (Baris ke 3) | S (kolom ke 1) Hasil
1 (2) () x(2)
11 5 55
Jumlah U, =55
Tabel 4.22. Mencari U,
R (Baris ke 3) | S (kolom ke-2) Hasil
1) (2) 1) x(2)
11 0 0
Jumlah U,=0
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Tabel 4.23. Mencari U,

R (Baris ke 3) | S (kolom ke 3) Hasil
{1 (2) @) x(2)
11 9 99
Jumlah U,,=99

Selanjutnya memasukkan semua elemen yang telah diperoleh
ke dalam matriks U, sehingga:

35 0 63
U=|15 0 27

55 0 99
Contoh 4.6.
Carilah hasil kali dari kedua vektor di atas namun dengan cara
vang dibalik, yaitu S x R.
Penyelesaian:
Prosedur Operasi
a. Pemeriksaan Kecocokan Dimensi

Karena matriks S mempunyai dimensi (1x 3) dan matriks
R mempunyai dimensi (3 x 1) maka kedua matriks mempu-
nyai kecocokan dimensi yang merupakan svarat bagi dimun-
gkinkannya perkalian antara S xR,
b. Identifikasi Dimensi dari Matriks Hasil Kali
Selanjutnya karena matriks § mempunvyai dimensi (1 x
3) dan matriks R mempunyai dimensi (3 x 1) maka matriks
Hasil kali T akan mempunyai dimensi (1 x 1) yang berarti
sebuah skalar
¢. Menentukan Struktur Elemen Matriks Hasil Kali
Matrik hasil kali T akan mempunyai elemen seperti beri-
kut ini:
T=[5]
d. Menentukan Nilai dari Elemen-elemen Matriks Hasil Kali
T, = . S(Baris1)* R(Kolom1)



110

Kontribusi Untulk Hmo Ekonomi: Memahami! Model dan Insirimmen Pemaodelan {seri [}

Tabel 4.24. Mencari T,

S (Baris 1) Ditulis | R (kolom ke 1) Hasil
dalam Transpose (2) 1) x(2)
(1)
5 7 63
0 3 6
9 11 99
Jumlah T, =168
T = [168]
4.3.4. Perkalian Skalar

Skalar adalah merupakan bentuk khusus dari suatu matriks
vaitu matrik yang mempunyai dimensi (1 x 1). Sebagaimana
matriks dan vektor vang bisa dikalikan antar sesamanya atau
antara vektor dan matriks maka skalar inipun bisa dikalikan
dengan sesamanya maupun dengan vektor atau matriks.

Namun begitu ada pengecualian yang menyangkut dimensi
dari matriks atau vektor yang akan dikalikan dengan skalar.
Jika dalam perkalian matriks atau vektor syarat yang harus
dipenuhi adalah kecocokan dimensi dari vektor atau matriks
vang bersangkutan, yaitu: jumiah kolom dari matriks /vektor
vang ada di depan harus sama dengan jumlah baris dari
matriks /vektor yang ada di belakang. Untuk kasus perkalian
skalar, hal ini tidak perlu dipersyaratkan. Skalar bisa dikalikan
dengan vektor atau matriks dengan dimensi apapun. Hal ini
karena skalar bisa dipandang dan diperlakukan sebagai lavak-
nva bilangan.

a. Perkalian Skalar dengan Vektor

Pada contoh 4.5. diberikan ilustrasi mengenai perkalian
antara vektor dengan dimensi (3 x 1) dengan vektor vang
mempunyai dimensi (1 x 3). Hasil perkalian tersebut merupa-
kan sebuah matriks yang mempunyai dimensi (3 x 3). Sekarang
bavangkan seandainva diambil hanya baris pertama dari vektor
R pada contoh 4.5. yang berupa skalar [7], maka mengikuti hasil
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yang ada pada contoh tersebut, hasil perkalian skalar ini dengan
vektor S akan berupa baris pertama dari matriks U pada contoh
tersebut. Begitu juga jika diambil baris kedua dan kemudian
baris ketiga dari vektor R dan dikalikan dengan vektor S maka
hasilnya akan berupa baris kedua dan baris ketiga dari matriks
U pada contoh tersebut.

[71[5 0 9]=[35 0 63]

[31[5 0 9]=[15 0 27]

[11][5 0 9]=[55 0 99]

Contoh di atas memberikan ilustrasi mengenai perkalian
antara skalar dan vektor. Di sana bisa dilihat bagaimana aturan
mengenai perkalian skalar, yaitu: setiap elemen vang ada pada
vektor, atau matriks, dikalikan secara langsung dengan skalar
pengali. Karena sifat perkalian yang seperti ini maka perkalian
dengan skalar tidak merubah dimensi dari vektor atau matriks
vang dikalikan.

b. Perkalian Skalar dengan Matriks

Pada bagian di atas telah memberikan ilustrasi dan sekaligus
kaidah mengenai perkalian antara skalar dengan vektor. Seka-
rang, ketika ada keperluan untuk mengetahui hasil perkalian
antara skalar dan matriks maka tatacara perkalian antara skalar
dan vektor di atas juga berlaku bagi kasus perkalian antara
skalar dan matriks. Contoh berikut memberikan iiustrasi

mengenai hal ini. :
1 2 88 16
[8] =
3 5 24 40

1.0 9| 4 0 36
[4]216 8 4 24

150 [6 30 0
[6]|8 2 7[=]48 12 42
6 1 9| 36 6 54
5 2] [0 4
2111 4|=|2 8
7 2| |14 4
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4.4. Transpose Lanjutan

4.4.1. Sifat-sifat Transpose

Transpose mempunyai sifat-sifat berikut ini: (4.4.5)
(A)T=A(a)
(AB)" =BTAT (b)
(A+B)T=AT+B" (¢)

Sifat-sifat di atas bisa ditunjukkan dengan pemaparan berikut
ini:

a). Tengok lagi ekspresi matriks dalam (4.4.1), (4.4.1), (4.4.1)
dan (4.4.1). Jika kepada vektor-vektor dan matriks vang ada
dilakukan taranspose maka hal ini akan kembali menjadi:

2
0 1
@)=1 7 3 0]=a;®"=|2|=b;(c""=|7|=c
6 0
_4-
Vektor-vektor di atas tidak lain adalah vektor-vektor pada
(4.2.1) 219
(ANT=17 4 3{=A
50 8
Matriks di atas tidak lain adalah matriks pada (4.2.2)
1 00
(BT)T 9 4 0 -B
0 2 8
4 0 3

Maurriks di atas tidak lain adalah matriks pada (4.2.3)

b).Untuk menunjukkan sifat kedua dari transpose. lihatlah
matriks-matriks berikut ini:
2 3
e

K=[2 1];Kr=
35
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St
) [4§ ;g]

L [9 45
L) —[10 22}

ragr |94
10 22

Dari hasil perkalian vang ada di atas terlihat bahwa
(KL)" sama dengan LT*KT,

¢). Untuk menunjukkan sifat ketiga dari transpose, lihatlah
kembali matriks K dan matriks L di atas dan cermatilah
operasi di bawah ini.

G 3 3]
w-fs ]

Sekarang cermatilah lagi K" dan LT. Jika K™ + LT, maka

o e

4.4.2. Penjumlahan dengan Transpose

b2

Setelah mengetahui bagaimana tatacara perkalian maka
berikut ini akan disajikan kegunaan dari transpose.

Tengoklah lagi vektor ¢ dalam (4.2.1} di atas. Jika kemudian
akan dicari jumlah dari kuadrat dari masing-masing elemen.
maka hal ini bisa dilakukan sebagai berikut.

Elemen(c) Kuadrat

2 4
1 1
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7 49
0 0
4 16
Yc=14 rct=70
1
Cesay=| 7
0
-4-
Jika vektor di atas kemudian dikalikan dari depan dengan trans-
posenya, [27]
1
chy=[2 1 7 0 4)icyy=|7
(1x5) - * F(5x1)
0
_4-

maka hasilnya akan berupa suatu skalar, yaitu: 70 yang mana
hal ini sama dengan jumlah kuadrat dari elemen-elemen yang
ada. Dengan demikian maka bisa diambil suatu rumusan bahwa:

Sel=cTxe  (446)

Selanjutnyva ambilah suatu vektor sebut iofa vang berbentuk
sebagai berikut: -

=011 1 1):

~
]
Y VS —

1

Perhatikan perkalian dua vektor berikut ini:
fc=14=>c¢
Dengan melihat hasil di atas, maka bisa diambil suatu formulasi

bahwa:
Ye=i"xe  (447)
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Jika ¢ merupakan vektor kolom. Selanjutnya ambillah vektor
lain yang berbentuk vektor baris sebagai berikut ini:

d=tl 7 0 3 2]
Perhatikanlah hasil perkalian berikut ini:

1
di=[l 7 0 3 2}i=|1|=18=>d
1
1

Dengan melihat hasil di atas, maka bisa diformulasikan
bahwa:

Y d=dxi (4.4.8)
jika d merupakan vektor baris.
Selanjutnya perhatikan dua buah vektor di bawabh ini.

5 1
7 3
k= 9 1=|6
1 2
_8_ —4-

Jika kemudian dicari jumlah dari perkalian dari elemen-elemen
vang ada maka hal ini bisa dilakukan dengan cara berikut ini:

Elemenk | Elemenl kxl
5 1 5
7 3 21
9 6 54
1 2 2
8 4 32
Tk = 114

Hasil di atas bisa diperbandingkan dengan hasil-hasil kali
berikut ini.
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1

3

Kl=[5 7 9 1 8|6
=114 2
-4_

4=

7

'k=ft 3 6 2 4]|9
=114 1
_8-

Jika hasil-hasil vang diperoleh melalui ketiga cara diper-
bandingkan maka terlihat bahwa ketiganya adalah sama. Oleh
karena itu bisa disimpulkan bahwa:

TH=K (=0 k (4249)

4.5. Hukum-hukum Aljabar untuk Matriks

Sebagaimana bilangan, matriks juga tunduk pada hukum-hukum
aljabar.

a. Hukum Komutatif Penjumlahan

Hukum komutatif ini hanya berlaku bagi penjumlahan

matriks saja.
A+B=B+A
AB=BA
Sebagai ilustrasi mengenai hal, pandangiah matriks-matriks
berikut ini:

53

1
1 4 2 3 n 2
G=|2 o|:H=- P I= )=
[5 2] [7 1] J [15 3](4-6-”
51
1 41 23] [3 7
H+1= +
s 2| |7 1] 12 3
2 3] 1 4] [3 7
I1+H= + =
{7 1] [5 2] [12 3]
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Terlihat di atas bahwa ternyata H + 1 =1+ H, sehingga bisa
dikatakan bahwa hukum komutatif penjumiahan berlaku pada
matriks

Untuk menunjukkan tidak berlakunya hukum komutatif
untuk kasus perkalian, pertimbangkanlah Hx I,

1 4 2 3 30 7
HI= x =
s a0 b o]

Selanjutnya, pertimbangkanlah I x H,

"
IH=“3x14=]7 14
71 5 2 12 30
Bandingkanlah kedua hasil perkalian di atas dan terlihat
bahwa
HxI=IxH

Ini berarti bahwa hukum komutatif tidak berlaku untuk
perkalian matriks.

b. Hukum Asosiatif
A+(B+C)=(A+B)+C

Untuk melihat hal ini tambahkanlah terhadap hasil penjum-
lahan matriks-matriks H + I dengan matrks J,

(H+I)+J=|:3 7] . [11 2}
12 3 15 3
1149
) [27 6]
Untuk mempersiapkan pembandingan, pertimbangkaniah
penjumlahan kedua matriks di bawah ini.

el Sl

1 4] 13 5
H+(I+J)=[5 2]+[22 4]
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14 9
N

Sekarang bandingkanlah, terlihat bahwa:
H+D)+J=H~+I+])

Dengan demikian hukum asosiatif penjumliahan berlaku
bagi matriks.

Selain kasus penjumlahan, hukum asosiatif juga berlaku
pada kasus perkalian, yaitu:

A(BC) =(AB)C

Untuk melihat berlakunya hukum ini pada kasus perkalian.

berikut ini diberikan pembahasan mengenai hal ini. Untuk

memulai, pertimbangkanlah matriks dan vektor-vektor berikut
ini. ‘ [ 4

1 7 2
= = = 5 1
A [3 0 s] Bel s =3 2 469

Perkalian antaraAdan B c—_iari (4.6.2) menghasilkan

60
AB-= (4.6.3).

12 '

Seterusnva perkalian antara AB, dari (4.6.3), dan C dari

(4.6.2), menghasilkan:

760 300 120

Untuk membuat perbandingan. perhatikanlah perkalian
antara matriks B dan matriks C. dari (4.6.2), yang menghasil-

kan: 4 20 8§
BC=G:=18 40 16
0O 0 0

Selanjutnya hasil perkalian antara matrks B dan matriks C
dikalikan dengan matriks A, dari (4.6.2), vang menghasilkan

matriks:
A(BC 60 300 120 16.5
ABC) =115 g0 04| (46D

Ternyata matriks vang merupakan hasil kali antara (AB)C
pada ekspresi (4.6.4) adalah sama dengan matriks hasil kali
antara A(BC) pada (4.6.5). Hal ini berarti bahwa:
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(AxB)xC=Ax(BxC(C)

Hal ini menunjukkan bahwa hukum asosiatif juga berlaku
untuk kasus perkalian matriks. Namun begitu masih ada satu
hal yang harus dicatat dalam kasus ini vaitu kecocokan dimensi
dari ketiga matriks di atas sebagai syarat untuk bisa diperka-

likan.
. Hukum Distributif

Hukum distributif mendiktekan bahwa:
AB+C)=AB+AC

Untuk melihat hal ini pada kasus matriks lihatlah kembali
matriks-matriks H, I dan J dalam (4.6.1) di atas.

I+J)=

H(I+])=

H(I+]J)=

13 5
122 4

1 4713 5
|5 2f[22 4

[101

21
| 109 33] (4.6.6)

Sekarang, untuk mempersiapkan perbandingan kalikan
matriks H dengan matriks I dan juga dengan matriks } menjadi:

Hil =

Hj

HI + HJ =

30 7

24 17]

71 14

85 ]6]

101 21} 46.7)
109 33

Bandingkanlah hasil yang diperoleh pada (4.6.6) dan (4.6.7)
di atas. Terlihat keduanya adalah sama sehingga

H(l +J) = HI + HJ

(4.6.8)

Dengan demikian bisa dikatakan bahwa hukum distribu-
tif tidak hanya berlaku pada bilangan saja tetapi juga berlaku

untuk matriks.
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5. Tipe-tipe Matriks

5.1. Matriks Diagonal

Matriks diagonal adalah suatu bentuk matriks di mana semua
elemen yang ada adalah nol kecuali elemen-elemen yang ada pada
diagonalnya. Berikut ini adalah contoh dari matriks diagonal.

9 0 00
2 00
_ 0 -13 0 0
0 5 0f;
0O 0 70
0 0 11
0O 0 o0 2

5.2. Matriks Identitas

Matriks ini merupakan bentuk khusus dari matriks diagonal. Dise-
but demikian karena pada dasarnya matriks ini adalah matriks diag-
onal. Kalau pada matriks diagonal elemen-elemen yang ada pada
diagonal mempunyai sifat umum dalam arti bahwa elemen-elemen
tersebut mempunyai nilai sebarang. Sementara dalam matriks identi-
tas, elemen-elemen tersebut besarnya semuanya adalah satu (unity).
Berikut ini adalah contoh-contoh dari matriks identitas.

1 000

1 0 b oo 0100

A=[0 l];B= 0 1 0f;C= 001 0
0 01

0 0 01

Matriks-matriks tersebut mempunvai sifat vang khas, vakni dia
mempunyai sifat seperti bilangan 1 (unify). Sebagaimana bilangan
1 (satu). matriks ini jika berperan sebagai pengali maka tidak akan
mengubah matriks yang dikalikan. Berdasar sifatnya yang demikian,
maka matriks ini biasa disebut juga sebagai matriks unity. Untuk
melihat sifatnya yang demikian berikut ini diberikan contoh-contoh
sebagai ilustrasi.

[1 o][s 7]=l}(1x3)+(0x11)) (<1x7>+(0x14)]_[3 7](4’7_1,

0 1/{11 14| [(0x3)+(1x1D) (0Ox7)+(1x14))| |11 14

[ RFS



121
Matriks

1 0 216
01 50 2
00 4 8 3
((1x2)+(0x5)+(0x4)) (AxD+O0x0)+(0x2)) ((1x6)+(0x2)+(0x3))
((0x2)+(Ax5)+(0x4)) ((0x1)+(Ax0)+(0x8)} ((0x6)+(1x2)+(0x3))
((0x2)+(0x5)+(1x4)) ((0x1)+(0x0)+(1x8)} ((0x6)+(0x2)+(1x3))
21 6
=[5 0 2 (4.7.2)
4 8 3

Lihatlah, pada contoh-contoh di atas hasil akhir perkalian antara
matriks identitas selalu menghasilkan vektor atau matriks asal.

0
0
1

Sekarang, bagaimana hasil yang akan diperoleh jika matriks-matriks
di atas dikalikan, dari belakang, dengan matriks identitas. Berikut ini
akan diberikan ilustrasi mengenai hal ini.

3 71[t o]_ (BxD+(7x0))  {Bx0)+(7x1)) _[3 7
11 14] [0 1] |[(@Q1x)+14x0)) (Q1x0)+a4xD)| [11 14

(4.7.3)

21 61 00
5 0 2[lo 1 of=
4 8 3[/lo o1

(@xD+Ax0)+(6x0)) (2x0)+1Ax1)+(6x0)) {(2x0)+(1x0)+(6x1))
(5x1)+(0x0)+(2x0)) ((5x0)+(Ox1)+(2x0)) ((5x0)+(0x0)+(2x1))
((AxD)+@Bx0)+(3x0)} (@x0)+@Bx)+(Bx0) (@x0)+@Bx0)+(3x1))

21 6
=[5 0 2 (4.7.4)
4 8 3

Bandingkanlah hasil kali-hasil kali di atas: (4.7.1) dan (4.7.3) serta
(4.7.2) dan (4.7.4). Bisa dilihat di sana bahwa mereka tepat sama satu
dengan vang lain. Mempertimbangkan hal di atas maka bisa disim-
pulkan bahwa:

1A = Al
di mana A adalah matriks bujur sangkar.
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Hal ini berarti bahwa kasus di atas merupakan pengecualian atas
ketidak-berlakuan hukum komutatif pada kasus perkalian.

5.3. Matriks Nol

Matriks nol adalah suatu matrik di mana semua elemen yang
ada berupa bilangan nol. Berikut ini adalah berbagai contoh yang
memberikan ilustrasi mengenai hal ini.

0 00

o ohfo o
0 00

Matriks ini mempunyai sifat khas seperti bilangan nol yang mana
matriks manapun, yang mempunyai kecocokan dimensi, jika dikalikan
dengannya akan menjadi matriks nol juga. Lihatlah contoh-contoh
berikut ini.

0 0|3 77 [(ox3)+©Ox11) {(0x7)+(©0x14))] [0 0
[o o] [11 ]4:|_[((0x3)+(0x]l)) ((0x7)+(0><l4)):|_|:0 o]
0o o1 7 2]_

[o o][s 1 s]-

(Ox1)+(0x3)) {(Ox7)+(0x1)} ((Ox2)+(0x8))
[((0><1)+(0><3)) {(0x7)+(@x1)} ((0x2)+(0x8))]

)

0 0 01|10 4
0 0 0]2 8=
0 0 0ff|14 4

((0x10)+(0x2)+(0x14)) ((Ox4)+(0Ox8)+(0x4))] [0 ©
((0x10)+(0x2)+(0x14)) {(0x4)+(0Ox8)+(0x4)}[=]0 0
((0x10)+(0x2)+(0x14)) {(Ox4)+(Ox8)+©Ox4)}| [0 0
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5.4. Matriks Simetri

Matriks simetri adalah suatu matriks jika diambil transposettya
maka akan menghasilkan matriks itu sendiri. Berikut ini adalah
contoh-contoh mengenai hal ini.

2 - -
A= 7 (AT = 2 7 =A
-7 3 -7 3
1
B=[O ];B"=[0 1]=B
1 1 1 1

Perhatikanlah bahwa setiap matriks diagonal juga merupakan
matriks simetri.

R B O U N
09 09

Perlu dicatat, mengingat bahwa matriks identitas merupakan
bentuk khusus dari matriks diagonal maka dengan demikian matriks
tersebut juga mempunvai sifat simetri.

10 10
I, = o I = =],.

IN=

,
s Iy

(= el

o = O

[ e T e
I
by
=

0
1
0

o O
(= R

5.5. Matriks Idempoten

Matriks idempoten adalah suatu matriks di mana jika matriks terse-
but dikuadaratkan akan menghasilkan matriks itu sendiri. Matriks
identitas dan matriks nol adalah contoh dari matriks idempoten. Hal
ini sesuai dengan sifat matriks identitas vang memiliki sifat seperti
bilangan satu dan matriks nol yang mempunyai sifat seperti bilangan
0 (nol). Sebagai matriks yang membawa sifat bilangan satu maka
matriks identitas tersebut jika dikuadratkan akan kembali menjadi
matriks itu sendiri. Begitu juga untuk matriks nol, yang merepre-
sentasikan sifat bilangan 0 (nol), jika dia dikuadratkan akan tetap
menjadi dirinya sendiri.

E=IxI=1
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1 0]]1 O
IxI=
5 Lo )

[Ax1)+(0x0) (1x0)+(0x1)
| (Ox1)+(1x0) (0x0)+(1x1)]
(1 0
o J
=1
Hal yang sama juga terjadi pada matriks nol.
0*=0x0=0

0x0=[0 OMO 0]

0 ol{lo o

_[(0x0)+(0x0) (0x0)+(0x0)
(0x0)+(0x0) (0x0)+(0x0)

L

Namun demikian, dalam matriks hal ini tidak demikian. Tidak
hanva matriks identitas dan matriks nol saja vang jika dikuadrat-
kan hasilnya akan kembali menjadi dirinya sendiri. Matriks idempo-
ten merupakan contoh dalam hal ini. Sebagai ilustrasi, pandanglah
matriks berikut ini.

_l l_

2 2

A=

11

L2 2
Jika matriks A di atas dikuadratkan, maka hasiinya adalah:
1AL 1 |(Sd)e( 2 (3eg)+(3%3)
2 2|2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1[f1 1 [1 1] (1 1) (1 1) (1 1)
- =iz = —x=|+|=x=| |=%x=[+|=x=
12 2]JL2 2] j\2 2 2 2 2 2 2 2/]
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o=
| —

t | -
N | =

Jadi, A=A
Lihat lagi matriks berikut ini.
2 1
-2 -1

Jika matriks B dikuadratkan maka hasilnya adalah:

2 112 1
B2=B*B =
-2 -1f|[-2 -1

[ 2x2)+(1x-2) (2x1)+(I1x-1)
|(2x2) +(=1x=2) (=2x1)+(=1x-1)

[4-2 2-1
[—4+2 =2+1

(21
“l-2 —1]
-B
g U0
0 0 0 0/lo o
[(1x1)+(0x0)) ((1><0)+(0><0))]=[1 0]
[ (©x1)+(0x0) ((0x0)+(©x0)] {0 0

[0 0 0 0 0 0][0o 0 0
D=|0 1 Oo|:D:=|0 1 oO||0 1 oOf=
0 00 0 0 o[]l0 0 0

|:((0><0)+(0><O)+(0x0)) ((0x0) +(0x1)+(0x0)) ((Ox0)+(0x0)+(0x0))]

e

{(0x0)+(Ax0)+(0x0)) ((0x0)+(x1)+(0x0)) ((Ox0)+(1x0)+(0x0))
(0% 0)+(0x0)+(0x0)) ((Ox0)+(0x1)+(0x0)} ((0x0)+(0x0)+(0x0))

0 00
=i0 1 0{=D
0 00
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Perlu di catat di sini bahwa setiap matriks diagonal di mana
elemen-elemen diagonalnva berupa bilangan satu atau nol maka
matriks tersebut merupakan matriks idempoten. Dengan demikian
bisa dikatakan bahwa matriks identitas dan matriks nol adalah
merupakan beberapa di antara matriks idempoten.

5.6. Matriks Segitiga

Matriks segitiga adalah suatu matriks di mana elemen-elemen di
atas ataupun di bawah diagonal matriks tersebut semuanya adalah nol.
Jika elemen-elemen yang semuanya nol berada di atas diagonal maka
matriks tersebut disebut sebagai matriks segitiga atas. Sebaliknya jika
elemen-elemen yang semuanva nol berada di bawah diagonal maka
matriks ini disebut sebagai matriks segitiga bawah. Berikut ini diber-
ikan contoh-contoh sebagai ilustrasi.

a. Matriks segitiga atas

6 0 2 0 0
A= [ :|; B=|3 1 0 (4.7.3)
1 4
|7 12 6
b. Matriks segitiga bawah
6 (2 6 1
C= :D= 13 19 4.7.6
RN (476
0 0 1

Matriks A dan matriks B adalah matriks segitiga atas karena elemen
di atas diagonal matriks tersebut adalah nol. Adapun matriks C dan
matriks D adalah matriks segitiga bawah karena elemen-elemen di
bawah diagonal matriks tersebut semuanva adalah nol.

6. Determinan

Determinan adalah suatu skalar yang terdefinisi secara unik yang
berkaitan dengan suatu matriks. Determinan hanya bisa diperoieh
dari matriks bujur sangkar. Determinan disimbolkan sebagai tanda
“| [”, atau dengan cara lain vaitu dengan menuliskan kata “det” di
depan simbol matriks. Misalnya det. (A) menunjukkan determinan
dari matriks A.
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Mengingat bahwa dimensi paling rendah dari matriks bujur sang-
kar adalah (I x 1) maka determinan dari matriks tersebut adalah
satu-satunya elemen vang ada pada matriks tersebut. Pandanglah
matriks di bawah ini

“zjl) = [a],

|4 = a,(4.8.1)

Harap dicatat bahwa tanda “| I", walaupun mirip, namun tidak
ada kaitannya dengan tanda “nilai absolute”. Hal ini bisa dilihat pada
ekspresi (4.8.1) di mana a_ adalah determinan dari matriks A, A|.
Lihatlah, walaupun A berada dalam tanda “| |", namun nilai yang
terkandung merupakan bilangan nyata sebarang termasuk bilangan
negatif. Hal ini menunjukkan bahwa tanda “| |” tidak merupakan
tanda “nilai absolute”.

6.1. Menemukan Determinan Matriks Dimensi2x 2

Matriks dengan dimensi 2 x 2 bisa ditemukan nilai determinannva

sebagai berikut:
a b

A=l 4
det. A= |4 =ad - cb (4.8.2)

a b
4= 2]
Perhatikanlah matriks di bawah ini.
Ao [6 0];
1 4
|4 =(6x4)-(1x0)
|4 =24-0=24

0 1
B= ;
;]

|B] =0x b —(1x1)
=0-121
=-121
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9 3
C= ;
iy

Ic| =@x1) - (8x3)
=9-9
=0

6.2. Menemukan Determinan Matriks Dimensi3x 3

Menemukan determinan dari matriks berdimensi 3 x 3 berbeda
dengan menemukan hal yang sama pada matriks yang berdimensi 2
x 2. Matriks dengan dimensi 3 x 3 menghadirkan kompleksitas dalam
menemukan nilai determinannya. Berikut ini adalah contoh mencari
determinan matriks berdimensi 3 x 3.

21 6
A=|5 0 2
8 3

TN
KN,

=((2x0x)+(1x2x4)+(6x5x8))-(4x0x6)+ (Bx2x2)+(3x5x1))
= (0 + 8 + 240) - (0 + 32 + 15)
|4 =241

Prosedur:

Tuliskan seluruh elemen matriks dengan tetap menghormati posisi
dari masing-masing elemen

a. Tuliskan kolom ke-1dan kolom ke-2 dari matriks secara sejajar
di sebelah kanan dari elemen-elemen matriks vang telah lebih
dahulu dituliskan.

b. Beri nama pada diagonal yang dibentuk melalui panah kebawah
sebagai diagonal ke bawah. Sedangkan diagonal yang dibentuk
melalui panah keatas sebagai diagonal keatas.
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¢. Ambil jumlah hasil kali dari elemen-elemen diagonal ke bawah
d. Ambil jumlah hasil kali dari elemen- elemen diagonal ke atas

e. Kurangkan jumlah hasil kali dari elemen-elemen diagonal ke
atas dari jumlah hasil kali dari elemen- elemen diagonal ke
bawah

f. Hasilnya merupakan determinan dari matriks vang bersang-
kutan

Contoh 4.7.
Cari determinan dari matriks berikut ini.
0 4 8
A=|1 6 2|; (4.8.3)
3 5 2
|4 = 0. 4_ 8] .0

XK/
XK,

={((0x6x2)+(4x2x3)+ (Bx1x5))-((3x6x8)+ (Hx2x0)+(2x1x4))
= (0 +24 + 40) — (144 + 0 + 8)

=-84
8 4 4
B=|1 6 -5
2 5 -3
|8 =

NAES
VAR, AN

=((8x6x-3)+(4x5x2)+(4x1x3))- (2x6x4) + (Bx-5x8) + (3x1x4))
= (-144 - 40 + 20) ~ (48 - 200 - 12)
|8 =0
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6.3. Minor dan Kofaktor

Minor dan kofaktor telah menjadi topik bahasan utama dalam
aljabar linier. Minor dan kofaktor telah memberikan sumbangan yang
sangat berarti pada usaha penemuan nilai determinan dari matriks-
matriks dengan dimensi yang lebih tinggi. Pembahasan pada bagian
di bawah ini memberikan diskusi mengenai kedua hal ini.

6.3.1. Minor

Suatu determinan mempunyai beberapa sub determinan
yang disebut sebagai minor. Minor diperoleh dengan cara meng-
hapus baris tertentu dan kolom tertentu dari suatu matriks yang
kemudian dari elemen-elemen sisanya dicari nilai determinan.

Minor disimbolkan sebagai M. Subscript ij vang muncul di
sana tidak menunjukkan posisi dari minor tersebut sebagaimana
pada elemen matriks yang menunjukkan pada posisi baris
dan kolom keberapa suatu elemen berada. Melainkan, hal ini
menunjukkan baris dan kolom keberapa yang harus dihapus.

Dalam setiap matriks jumlah minor yang muncul menye-
suaikan dengan dimensi vang dipunvai oleh matriks yang
bersangkutan. Matriks dengan dimensi 2 x 2 mempunyai minor
sebanyak 4, yaitu:

M. M, M, dan M,,

Adapun matriks dengan dimensi 3 X 3 mempunyai minor
sebanyak 9 vaitu:
Mll’ MI‘.” MI,‘P M2l‘ Mﬂﬂ' M‘.’S’ MS!' MS‘.." MSS'

Berikut ini adalah contoh mengenai minor. Pertimbangkan
kembali matriks berikut ini:
c 4

A=|1 6
35
M, adalah merupakan minor yang diperoleh dengan cara

menghapus baris ke-1 dan kolom ke-1. sehingga:
0 4 8

M,=|l 6 2
35 2

1k

(4.8.4)

o D o0
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M, = (6x2) - (5x2)
M, =2

M,, adalah merupakan minor yang diperoleh dengan cara
menghapus baris ke-1 dan kolom ke-2, sehingga:
0 4 8

M,=[l 6 2
3 5 2
M, =(1x2) - (3x2)
M, =-4

M,, adalah merupakan minor yang diperoleh dengan cara
menghapus baris ke-1 dan kolom ke-3, sehingga:

0 48
M,=|l 6 2
35 2
M, =(1x5) - (3x6)
M, =-13

M,, adalah merupakan minor vang diperoleh dengan cara
menghapus baris ke-2 dan kolom ke-1, sehingga: -

0 4 8
M,=[l 6 2
35 2
M, = (4x2) - (5x8)
M,, = -32

M,, adalah merupakan minor vang diperoleh dengan cara
menghapus baris ke-2 dan kolom ke-2, sehingga:

0 4 8
My, =1 6 2
35 2
M,, = (0%2) - (3x8)
M,, = -24
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M,, adalah merupakan minor yang diperoleh dengan cara
menghapus baris ke-2 dan kolom ke-3, sehingga:

0 4 8
My,=t 6
35 2
My, = (0% 5) - (3x4)
My, = -12

M,, adalah merupakan minor yang diperoleh dengan cara
menghapus baris ke-3 dan kolom ke-1, sehingga:

0 4 8
My=[1 6 2
35 2
M, = (4x2) - (6x8)
M, = -40

M,, adalah merupakan minor yang diperoleh dengan cara
menghapus baris ke-3 dan kolom ke-2, sehingga:

0 4 8
M,=[1 6 2
35 2
M,,= (0x2) - (1x8)
M,, = -8

M,, adalah merupakan minor yang diperoleh dengan cara
menghapus baris ke-3 dan kolom ke-3, sehingga:

0 4 8
M=l 6 2
35 2

My, =(0x6)-(1x4)
M, =-4

6.3.2. Kofaktor

Konsep kofaktor sangat berkaitan dengan minor. Kofaktor
ini juga sangat berperan dalam membentuk inverse dari suatu
matriks. Kofaktor secara aljabar didefinisikan sebagai:
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Cy= (D™M,)
Berikut ini diberikan contoh-contoh untuk menemukan
kofaktor dari minor. Untuk keperiuan ini lihat kembali matriks
A pada ekspresi (4.8.4)
Kofaktor (C,)
Cll = ('I)M(Mu)
C, = ()
C1| = (-1)2(2)
C,=2
Kofaktor (C,)
Cp= (D |+2(Ml2)
Cy=(1°(-4)
C,=4
Kofaktor (C,)
Cyy = (-H (M)
Ca= (-1)*(-1)
C,=-13
Kofaktor (C,,)
Cy = (D)*(M,)
Cy = (1%(32)
C,=32
Kofaktor (C,,)
C'_m_ = ('1)2+2(M32)
Cog = (-1)*(:24)
Coo=-24
Kofaktor (C,,)
Coy = (1)73(M,,)
Cy = (-1)°(-12)
G, =12
Kofaktor (C,,)
C3| = (-1)3+1(M3|)
Cyy = (1)4(-40)
G, =-40
Kofaktor (C,,)
Cyo = (1)*3(M,,)
Cyp = (-1)’(-8)
Cp=8
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Kofaktor (C,,)
Cyy = (1)"%(Myy)
Cop= (1)5-4)
C,=-4

Perhatikanlah hasil-hasil yang diperoleh di atas. Kofakior
tidak lain sebenarnya adalah minor, hanya saja tanda yang
dipunyai berubah ketika jumlah (i + j) adalah ganjil. Dengan
demikian maka untuk selanjutnya dalam usaha menemukan
kofaktor tidak perlu menggunakan rumus formal seperti yang
dilakukan di atas namun cukup menggunakan “rule of thumb”,
yaitu: mengubah tanda dari minor ketika (i + j) adalah ganjil.
Sementara minor yang lain yang mana (1 + j) adalah genap
maka nilai kofaktornva adalah minor itu sendiri.

6.4. Mencari Determinan dengan Metode La Place

Selain cara-cara yang telah dipaparkan di atas dalam menemu-
kan determinan, ada cara lain untuk memperoleh determinan. Cara
ini biasa disebut sebagai ekspansi La Place. Metoda ini mendasar-
kan pada penggunaan kofaktor. Dalam metode ini determinan bisa
diekspresikan dalam beberapa cara, yaitu dengan mengekspresikan-
nya melalui baris atau kolom tertentu. Adapun ekspresi formal dari
metoda ini adalah:

Al =¥a,cC, (4.8.3)

di mana a adalah elemen matriks pada baris ke-i dan kolom ke-j;

C, adalah kofaktor ke-ij.

Untuk melihat hal ini ambillah kembali di sini suatu matriks
dengan dimensi 2 x 2 sebagai berikut:
b
A- [a ] (4.8.6)
c d
Dari matriks di atas bisa ditemukan semua minor yang ada, yaitu:
M, =d M,=cM, = b:M,, =a.
Dengan demikian kofaktornya bisa diperoleh melalui “rule of
thumb®, vaitu:
C,=d:C,

] i -

=-¢;C,=-b;Cy=a
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Jika determinan diekspresikan pada baris ke-1, maka akan diper-
oleh:

|A| =a,C,+2,C, (48.7)

1n=n
Perhatikan ekspresi di atas bahwasanya baris ke-ldari matriks
(4.8.7) yang mempunyai dimensi 2 x 2 hanya mempunyai dua kolom,
sehingga ekspresi determinan yang sesuai dengan metoda La Place
sebagaimana ditunjukkan pada (4.8.7) adalah ekspresi (4.8.7).

Dengan menggunakan nilai-nilai kofaktor dari matriks (4.8.7),
maka nilai determinan matriks tersebut adalah:
|A] =ad + b(-c)
=ad -bc
Metode ini juga memberikan kebebasan dalam memilih baris atau
kolom mana vang akan digunakan untuk mengekspresikan determi-

nan. Untuk melihat hal ini pertimbangkan kembali matriks (4.8.7)
beserta nilai-nilai kofaktor yang telah diperoleh di depan.

Sekarang determinan matriks tersebut akan diekspresikan melalui
baris ke-2, sehingga ekspresi vang sesuai dengan metoda La Place
sebagaimana pada (4.8.7) adalah:

|A| = a,,C,, + a,,C,, (4.8.8)

Perhatikan sekarang bahwasanya setiap item vang ada pada
ekspresi di atas berasal dari baris ke-2 matriks berdimensi 2 x 2. Seter-
usnya. untuk menemukan nilai determinan tinggal memasukkan
nilai-nilai elemen dan kofaktor vang bersangkutan, vaitu:

|A| =¢ (~b) + da
|A| =-bc+da=ad-bc

Jika determinan diekspresikan melalui kolom ke-1, maka ekspresi

La place nya adalah:

|A'| = a'llcll * a'EIC:‘.’I

Lihatlah bahwa semua item yang ada pada ekspresi di atas berasal
dari kolom ke-1 dari matriks dengan dimensi 2 x 2. Dengan demikian
nilai determinannva adalah:

|A| =ad + c(-b)
|A| =ad - be
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Jika determinan diekspresikan melalui kolom ke-2, maka ekspresi
La place nya adalah:

IAl = al‘.’clﬂ + aE‘.’C‘.".’

Perhatikanlah bahwasanya semua item yang ada pada ekspresi
di atas berasal dari kolom ke-2 dari matriks dengan dimensi 2 x 2.
Dengan demikian nilai determinannya adalah:

|Al =b(-c) + d(a)
|A| = -bc + da
IA] =ad-bec

Perhatikanlah hasil dari setiap determinan vang diekspresikan
melalui berbagai cara. vaitu: baris ke-1. baris ke-2, kolom ke-1 dan
kolom ke-2. Setiap hasil vang disebuat menunjukkan kesamaan satu
sama lain yang semuanya sama dengan formula yang disebut pada
bagian 8.1. Dengan demikian maka tidak menjadi masalah untuk
mengekspresikan suatu determinan melalui cara yang berbeda karena
hasilnya akan selalu sama dan benar.

Metoda La Place ini mempunyai keunggulan dalam hal mencari
nilai determinan dari matriks berdimensi lebih tinggi, misalnva 4 x
4 atau vang lebih tinggi vang belum di bahas pada bagian-bagian di
depan. Untuk melakukan hal ini lihatlah contoh berikut ini.

Contoh 4.8.

Carilah determinan dari matriks di bawah ini:

0070
3916
A = (4.8.9)
@ 151 0 3
) 6

Untuk mencari determinan dari matriks di atas dengan meng-
gunakan metoda La Place bisa ditempuh dengan mengekspresikan
melalui baris vang manapun maupun kolom yang manapun. Namun
begitu demi kemudahan operasi perlu dicermati terlebih dahuiu
masing-masing baris atau kolom vang ada. Hal ini mengingat bahwa
setiap elemen dalam matriks tersebut akan dikalikan dengan kofaktor
vang menjadi padanannva. Jika setiap elemen vang ada pada baris
atau kolom, di mana determinan akan diekspresikan, adalah bilangan
selain nol maka berarti perkaliannya adalah suatu bulangan tertentu.
Tetapi jika terdapat elemen yang nilainva nol maka hasil kali dari
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elemen tersebut dengan kofaktor padanannya, terlepas berapapun
besarnya kofaktor tersebut, maka hasilnya akan menjadi nol. Hal ini
berarti hasil kali elemen tersebut menjadi terabaikan. Di sini tera-
sakan adanya sedikit kemudahan dalamn kalkulast, yaitu kofaktor yang
merupakan padanan dari elemen yang nilainya nol menjadi tidak
perlu untuk dicari.

Untuk itu guna memperoleh cara menemukan determinan dengan
cara yang paling mudah maka determinan perlu diekspresikan melalui
baris atau kolom yang mempunyai elemen dengan nilai nol terban-
yak. Matriks A pada (4.8.9) mempunyai dimensi (4 x 4) yang berarti
terdapat 8 (delapan) cara untuk mengekspresikan determinan dari
matriks tersebut. Namun begitu baris ke-1 merupakan pilihan vang
terbaik untuk mengekspresikan determinan matriks tersebut. Hal ini
disebabkan karena elemen pada baris pertama semuanya adalah nol
hanya pada a, saja yang mempunyai nilai bukan nol. Untuk itu jika
determinan diekspresikan melalui baris ini maka hanya akan ada satu
kofaktor saja yang diperlukan untuk menemukan nilai determinan,
yaitu C . :

Untuk memperoleh C,; maka perlu ditemukan nilai M, terlebih
dahulu yang bisa didapat dari operasi berikut ini.

M,, =
0 0 7 0
391 6
51 03
2 2 4 6
Sehingga elemen dari minor yang tersisa adalah:
3 96
513
2 2 6

Dari elemen yang tersisa ini bisa diperoleh nilai minornya, vaitu
dengan cara yang sama ketika menemukan nilai determinan.

IM,,|= \>< 3/9
S ® AN
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{@x1x6) +(Ix3x2) +(6x5x2)}-{(2x1x6) + (2x3x3) + (6x5x9))
= (18 + 54 + 60) - (12 + 18 + 270)
M, |=-168
C,,=-168

Adapun ekspresi determinannya adalah sebagai berikut:
|A| = a11(:11 M alECl‘.' ta C +a C

1313 M
|A| =0.C, +0.C,,+7.(-168)+0.C,,
|A| =-1176
Cermatilah proses penemuan nilai determinan dari matriks di
atas. Walaupun matriks di atas mempunyai dimensi (4 x 4), namun
ternyata prosesw penemuan determinannya tidak jauh berbeda
dengan matriks dengan dimensi (3 x 3). Hal ini disebabkan karena
kejelian dalam memilih baris di mana determinan diekspresikan.
Contoh 4.9: l

Pandanglah matriks berikut ini.

3 6 0 11 9]
12 17 0 =21 15
A=|-8 4 0 2 23
13 2 0 6 17
|5 -1 0 22 1]

Temukan nilai dari matriks di atas.

Matriks di atas walaupun mempunvai dimensi vang tinggi vaitu (5 x
5). namun determinannya bisa ditemukan dengan sangat mudah vaitu
sebesar nol. Untuk mengetahui hal ini perhatikanlah bahwa matriks
A di atas mempunyai satu kolom, yaitu kolom ke-3, yang mana nilai
dari setiap elemennya adalah nol. Dengan demikian jika determinan
dari matriks tersebut diekspresikan melalui kolom ini maka tidak
diperlukan untuk menemukan kofaktor-kofaktor padanan dari setiap
elemen vang ada. Hal ini karena elemen-elemen pengali dari semua
kofaktor dari kolom tersebut adalah nol. Adapun ekspresi determinan

dari La place adalah:
IAl = aL‘%CIS + aﬁci‘i + aSSCSS + a-lﬂc-‘lﬁ * 353(:53

|A| =0.C,+0.C,, + 0.C;;+ 0.C,+ 0.C,,
|l -0

2
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6.5. Sifat-sifat Dasar Determinan

Determinan mempunyai sifat-sifat dasar yang sangat penting.
Dengan mengetahui sifat-sifat dasar dari determinan ini suatu matriks
yang mempunyai penampilan yang kompleks bisa disederhanakan
menjadi bentuk yang lebih “praktis”. Selain itu, penggunaan sifat-si-
fat dasar ini akan mempermudah operasi dalam penyelesaian suatu
sistem persamaan linier.

Sifat1

Transpose dari suatu matriks mempunyai determinan yang sama
dengan determinan matriks aslinya.

Contoh 4.10:

Pertimbangkan kembali matriks pada (4.8.9) di atas. Kemudian
jika diambil transpose-nya sehingga menjadi:
R

b d

.

Determinannya adalah:

|AT| = ad- bc
Bandingkan hasil ini dengan hasil yang ada di (4.8.2)
Sifat I

Perpindahan suatu baris atau kolom dengan baris atau kolom
lainnya akan mengubah tanda dari determinan.

Contoh 4.11:
c d
A]= :
a b

|A,| =cb-ad
=-(ad - bc)
=- |4
Matriks A, di atas merupakan transformasi dari matriks A di mana

baris pertama pertama dipertukarkan dengan baris kedua. Determi-
nan yang dihasilkan menunjukkan negatif dari determinan matriks A.

Contoh 4.12;

Perhatikanlah matriks di bawah A, di bawah ini merupakan trans-
formasi dari matriks A di mana kolom ke-1 dipertukarkan dengan
kolom ke-2.
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=ba_
A, d c|

Determinan yang dihasilkan adalah:

|A,| =bc -da
=-(ad - bc)
=-|Al

Dengan demikian, untuk menjaga nilai determinan agar tidak
berubah maka diperlukan faktorisasi dengan menempatkan tanda
negatif di depan tanda determinan setelah melakukan operasi penu-
karan posisi baris atau kolom. Untuk mengetahui hal ini secara jelas

berikut ini diberian co ntolll;con‘oh sebagai ilustrasi.
a a

=-— 4.8.10.
¢ d d ¢ ( 3)
a b d cf |d e

=— = 4.8.10.b
c d ‘b a |b ( )

Lihatlah pada ekspresi (4.8.10.a) bahwa telah dilakukan operasi
pemindahan posisi kolom kedua pada matriks tersebut dipindahkan
menjadi kolom kesatu, demikian juga sebaliknya. Tanda negatif vang
dipasang di depan tanda determinan di ruas kanan diperlukan untuk
tetap mempertahankan agar nilai determinan tidak berubah.

Begitu pula pada ekspresi (4.8.10.b), ekspresi ini merupakan oper-
asi lebih lanjut dari ekspresi determinan yang ada pada ruas kanan
dari ekspresi (4.8.10.a), vaitu dengan menukar posisi baris kesatu
dipindahkan menjadi baris kedua, dan sebaliknya. Sebagai akibatnva
maka tanda negatif diperlukan lagi agar tetap tidak mengubah nilai
determinan.

Sifat I

Pengalian salah satu baris atau kolom dari suatu matriks dengan
bilangan tertentu, q, akan berakibat pada kenaikan pada besarnva
determinan sebesar g kali.

Contoh 4.15:

Perhatikan kembali matriks A pada (4.8.10). Jika baris ke-2 dika-
likan dengan q maka matriks tersebut akan menjadi:
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a b
A [q d }
|A3| =adq - beq
=q(ad - bc)
=q|A|
Contoh 4.14:

Perhatikan kembali matriks A pada (4.8.5). Jika kolom ke-2 dika-
likan dengan q maka matriks tersebut akan menjadi:

Aanb'
P ole gd

|A4| =adq - bcq
=q(ad - bc)
=qla|

Terkait dengan sifat dasar determinan yang ketiga ini, perlu diketa-
hui bahwa kenaikan nilai determinan dalam kelipatan tertentu, q.
tidak diperoleh dengan mengalikan semua elemen matriks tersebut
dengan q namun hanya baris atau kolom tertentu saja. Sehingga
prosedur standard yang harus ditempuh untuk mempertahankan
nilai determinan tetap tidak berubah jika dilakukan operasi baris atau
kolom adalah sebagai berikut.

(4.8.11.2)

b

3 (4.8.11.b)

i

wio w|n

a bl
c d d

Lihatlah pada ekspresi (4.8.11.a) dan (4.8.11.b) terlihat bahwa telah
terjadi faktorisasi sehingga muncul skalar 2 pada kasus (4.8.11.a) dan
skalar 3 pada (4.8.11.b). Faktorisasi ini diperlukan untuk tetap menjaga
agar nilai determinan tidak berubah ketika dilakukan operasi baris
dengan cara membagi baris pertama dengan bilangan 2(dua) pada
(4.8.1L.a) dan membagi kolom pertama dengan bilangan 3 (tiga) pada
(4.8.11.b). Pembaca juga akan bisa memperoleh jawaban yang sama
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ketika melihat ekspresi di bawah ini.

a b
b
a ‘=6§ 2 (4.8.11.c)
c d E d

Sifat IV

Jika seluruh elemen yang ada pada suatu baris atau kolom, secara
seragam, ditambah atau dikurangi dengan kelipatan tertentu dari
elemen jodohnya yang berasal dari baris atau kolom yang lain maka
operasi ini tidak akan mengubah nilai determinan.

b b+gqgd
a ol_jatgc o+q (4.8.12.2)
c d c d
a+qc b+qgd

={ad +gcd)—(ch+cqd)

c d
=ad-ch

Pada ekspresi (4.8.12.a) di atas terlihat bahwa telah terjadi trans-
formasi yang dilakukan dengan cara menambah elemen-elemen pada
baris kesatu dengan q kali elemen jodohnya dari baris kedua.

Pandanglah determinan berikut ini.

a bl la+rgb b

¢ d| |lc+qgd d

Pada kasus di atas, elemen-elemen vang ada pada kolom pertama
telah ditambah sebesar q kali elemen jodohnva dari kolom kedua
sehingga nilai determinannya bisa dihitung sebagai berikut ini:
a+qgb b

c+qd d

(4.8.12.b)

= (ad +qbd) - (cb+bqd)
=ad-cb

Libatlah. bahwa determinan yang ditemukan besarnva sama
dengan nilai determinan dari matriks aslinya.

Berhati-hatilah dalam hal ini. Sifat determinan vang keempat ini
tidak bisa dipahami sebagai berikut ini:
a b| l[a+gc b+sd
¢ d ¢ d

Faktor pengali terhadap elemen-elemen yang ditambahkan pada
baris /kolom vang lain harus seragam. Pada kasus (4.8.12.a) dan

#*
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(4.8.12.b) faktor pengali ini adalah seragam untuk seluruh elemen
vang ada yaitu sebesar q.

SifatV

Jika suatu baris atau kolom mempunyai elemen-elemen yang
besarnya tepat sama dengan kelipatan tertentu dari baris atau kolom
vang lain maka nilai determinannya adalah nol.

Contoh-contoh di bawah ini memberikan ilustrasi mengenai hal
ini:

a b

= () 4.8.13.
s o ( a)
b
‘ 7 =0 (4.8.13.b)
d

Pada kasus (4.8.13.a) determinan dari matriks vang ada 4dalah nol.
Halini disebabkan karena elemen-elemen yang ada pada baris kedua
dari matriks tersebut besarnya tepat sebesar § kali elemen-elemen
baris kesatu. Demikian juga pada kasus (4.8.13.b), elemen-elemen
pada kolom kedua besarnya tepat v kali elemen-elemen jodohnya
pada kolom kedua.

7.7. Kombinasi linier

Kombinasi linier adalah ekspresi antara dua atau lebih vektor di
mana satu vektor bisa diekspresikan secara tepat oleh vektor-vektor
lainnva. Pada sifat determinan yang ke V di atas menunjukkan adanva
kombinasi linier. Hal ini bisa dilihat melalui ekspresinya vaitu:

V,= 8V, (4.9.1.)

di mana V, adalah baris kedua dan V, adalah baris kesatu dari
matriks pada (4.9.1.). Begitu juga Lombmasn linier bisa didapati
berbentuk seperti ini:

u,= o) U, (4.9.2)
di mana U, adalah kolom kedua dan U, adalah kolom kesatu dari
matriks pada (4 9.2).

Ekspresi pada (4.9.1) dan (4.9.2) merupakan salah satu dari berb-
agai ekspresi dari kombinasi linier yang bisa muncul. Ekspresi-ek-
spresi vang lain di antaranya bisa dilihat pada berikut ini:
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V,=V+ 8V,
U,= 7V,- @V,

Suatu matriks vang dibentuk oleh dua atau lebih vektor di mana
terjadi kombinasi linier di antara mereka maka determinan matriks
tersebut adalah nol. Matriks yang demikian disebut sebagai matriks
vang singular. Dengan kata lain untuk mendeteksi singularitas dari
suatu matriks maka perlu dilihat determinan dari matriks tersebut:
jika determinannya adalah bukan nol maka matriks tersebut adalah
tidak singular atau non-singular.

8. Inverse Matriks

Sebagaimana telah disebut di muka bahwasanva matriks,
sebagaimana bilangan, bisa dilakukan operasi penambahan, pengu-
rangan, perkalian tetapi tidak bisa dilakukan operasi pembagian.
Namun demikian ada suatu operasi untuk matriks yang mirip dengan
pembagian. Untuk melihat hal ini berikut ini diberikan diskusi menge-
nai hal ini.

Operasi pembagian biasa ditulis sebagai: 4 vang menunjukkan
bahwa bilangan A dibagi dengan bilangan B. Cara lain untuk mengek-
spresikan hal ini adalah dengan menulisnya menjadi ekspresi berikut
ini: 1

3

Terma vang ada di belakang pada ekspresi di atas merupakan

balikan (inverse) dari B.

8.1. Sifat-sifat Inverse Matriks

Dengan mengikuti logika yang ada dalam bilangan, inverse dari
suatu matriks bisa dipahami sebagaimana hal di atas. Inverse matriks
disimbolkan sebagai A yang mempunyai sifat sebagai berikut:

a. Matriks yang singulartidak mempunyai inverse

b. Inverse dari suatu matriks mempunyai dimensi yang sama
dengan matriks asainya

c. Inverse dari suatu matriks jika dikalikan dengan matriks asainya
akan sama dengan matriks identitas (unity).
AAt=1
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d. Hukum komutatif perkalian berlaku untuk kasus perkalian
antara inverse suatu matriks dengan matriks asalnya:
AAT=ATA =]

e. Inverse dari inverse suatu matriks adalah matriks asal
(A1 A

Sifat pertama merupakan konsekuenst logis dari definisi mengenai
inverse matriks yang muncul pada ekspresi (4.10.3) di mana balikan
dari determinan berperan sebagai skalar pengali. Dengan demikian
Jjika matriksnya singular, determinan sama dengan nol, maka skalar
pengali tersebut menjadi tak terhingga. Oleh karenanya prosedur
vang perlu ditempuh dalam usaha menemukan inverse dari matriks
vang pertama sekali adalah menyelidiki terlebih dahulu apakah
matriks tersebut singular atau tidak. Hal ini bisa dilakukan dengan
menemukan nilai determinan yang tidak sama dengan nol.

Sifat kedua merupakan sesuatu yang logis karena inverse matriks
disusun oleh elemen utama yaitu matriks kofaktor vang mana jumlah
kofaktor tersebut selalu sama dengan elemen matriks asal.

Sifat ketiga di atas mengikuti sifit dari bilangan. Hal ini mengingat
bahwa matriks | mempunyai sifat seperti bilangan satu. Padanan dari
sifat kedua di atas pada kasus bilangan adalah:

B— -1
Sifat keempat merupakan pengecualian dari sifat matriks di mana
hukum komutatif perkalian tidak berlaku untuk perkalian matriks.
Sedangkan sifat kelima dari matriks mengikuti sifat dari bilangan
vaitu: 1
—=25
1
B

8.2. Menemukan Inverse dari Matriks

Dengan mengikuti sifat-sifat di atas, maka jika ada suatu matrik P
dan kemudian ditemukan matriks vang lain, Q, sehingga PQ adalah
I maka bisa dikatakan bahwa Q adalah inverse dari P. Untuk memberi
ilustrasi mengenai hal ini berikut ini diberikan contoh.
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Pandanglah matriks berikut ini:

26
P= (4.10.1)
4 3
L2
= 6 6 2
Q 2 1 (4.10.2)
9 9
Sekarang carilah hasil kali P dan Q:
1 2]
6

'_1§+B) [_3_9&]
54 54 54 54

_£+£) [B_lﬁ]
54 54) \54 54

4 0
s4 54{_|1 0
0 54| {0 1
54 54

Terlihat bahwa hasil akhir perkalian antara kedua matriks di atas
adalah matriks identitas. Dengan demikian maka:

Q=P
Pembahasan berikut ini akan memfokuskan pada prosedur untuk

memperoleh inverse dari suatu matriks. Pada dasarnva inverse suatu
matriks A bisa diekspresikan sebagai berikut ini:

A= Ll T (4.10.3)

A
Di mana |A| adalah detellmlinan dari matriks A: [C i jadalah matriks

vang mana elemen-elemennva adalah kofaktor ij dari matriks A.
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Prosedur untuk menemukan inverse dari matriks adalah sebagai
berikut:

a. Temukan determinan dari matriks tersebut

b. Temukan minor dan juga kofaktor untuk masing-masing
elemen matriks

¢. Susun kofaktor yang diperoleh dalam suatu matriks sesuai
dengan posisi masing-masing. Sebagai misal kofaktor ij akan
menduduki elemen ij pada matriks tersebut

d. Ambil transpose dari matriks kofaktor di atas

e. Perkalikan transpose matriks di atas dengan skalar yang
merupakan balikan dari determinan matriks asal.

Untuk memberikan gambaran yang lebih jelas, pandanglah kembali
matriks model A yang ada pada ekspresi (4.8.6). Untuk memperoleh
inverse dari matriks tersebut, langkah-langkah yang diambil adalah:

a. Determinan |A| adalah (ad - cb)

b. Menemukan kofaktor yang dalam hal ini sudah ditemukan di
depan vaitu:
C,=d:C,=-c:C,=-b;C,=2

¢. Matriks kofaktor adalah:

d. Transpose dari matriks kofaktor di atas adalah:

<,y =[d —b]
-c 4

. Inverse dari matriks tersebut adalah:

4" =w—1_b._)[_dc 'ab] (4.10.4)

vl

Contoh 4.1.5:
Lihatlah kembali matriks yang ada dalam ekspresi (4.10.1). Inverse

dari matriks tersebut bisa secara langsung diperoleh dengan meng-
gunakan ekspresi (4.10.4), vaitu:

g1 [3 -6
(6-24)|—4 2
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13 -6
184 2

ER
-] 18 18
4 2
|18 18
(12
_| 6 s
2 1
9 9

Pandang dan bandingkanlah hasil akhir yang diperoleh di atas
dengan matriks Q yang ada dalam ekspresi (4.10.2). Ternvata hasil
akhir yang diperoleh dan matriks Q yang ada pada ekspresi (4.10.2).
adalah tepat sama.

Contoh 4.1.6:

Pandanglah kembali matriks A di bawah ini vang berasal dari
ekspresi (4.8.4).

A= (4.8.4)

W - O
th & =
[ S5 I )

Untuk menemukan inverse dari matriks A di atas prosedur yang
perlu diambil adalah:

a. Menemukan determinan yang dalam hal ini sudah ditemukan
di depan vaitu sebesar -88

b. Menemukan kofaktor, vang juga telah diperoleh di depan

¢. Menyusun matriks kofaktor:

2 4 -13
C,=|32 -2 12
—40 8 -4

d. Menyusun transpose dari matriks kofaktor:
2 32 -40
(C)'=| 4 -24 8
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Selanjutnya inverse dari matriks A bisa diperoleh dengan
mengikuti aturan yang ditentuk4h pad3 ekspzedi (4.10.3), yaitu:

Ale-2| 4 -3

-3 2 -4
220
8 8 8
-4 2 38
8 8 8
3t 4
8 8 8

8.3. Pengecualian Sifat Inverse Matriks

Sebagaimana pada pemaparan pada seksi 10.1 vang mengatakan
bahwa matriks mempunyai sifat yang sama dengan bilangan yaitu
bahwa:

Padanan matriksnya adalah:

Kebenaran dari hal tersebut sudah didiskusikan pada seksi 10.2.
di atas Namun demikian perlu diingat bahwa untuk memperoleh
hasil yang berupa matriks identitas (I) maka seseorang tidak selalu
mengalikan suatu matriks dengan inversenya. Untuk melihat hal ini
lihatlah kedua matriks berikut ini:

0 2 0 05
A= :B=
2 0 05 0
Jika kedua matriks A dan B di atas dikalikan maka akan menghasil-
kan matriks berikut ini: L o
AB =
ol

Lihat juga matriks di bawah ini,

it

Jika matriks C di atas dikuadratkan maka

oenfy o[t ol Lo ]
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Lihatlah hasil-hasil yang diperoleh dari perkalian matriks-matriks
di atas. Ternyata, hasil kalinya berupa matriks identitas. Dengan
demikian, matriks identitas tidak saja bisa dibentuk melalui perka-
lian antara suatu matriks dengan inversenya.

9. Transformasi Matriks

Matriks bisa ditransformasikan menjadi berbagai bentuk sesuai
dengan tujuan yang diinginkan. Transformasi ini sebagaimana yang
terjadi juga pada suatu persamaan bisa dilakukan dan dibenarkan
karena tidak mengubah nilai vang ada. Adapun tujuan dari trans-
formasi ini menyesuaikan keinginan pihak yang melakukan anali-
sis. Namun secara umum, transformasi ini akan banyak membantu
menyelesaikan berbagai permasalahan dalam area aljabar linier.

9.1. Prosedur dan Teknik Transformasi

Transformasi ini tentu saja tidak boleh mengubah nilai dari deter-
minan dari matriks yang bersangkutan. Untuk itu transformasi vang
dilakukan harus berdasar pada sifat-sifat dasar determinan yang dipa-
parkan pada bagian 8.5. di atas.

Untuk melakukan transformasi beberapa langkah yang menjadi
prosedur standard perlu ditempuh, vaitu:

a. Tentukan obyek transformasi: baris atau kolom mana yang
akan diubah

b. Tentukan basis transformasi: baris atau kolom mana yang akan
digunakan sebagai dasar untuk mengubah obyek transformasi

¢. Tentukan operator transformasi: bilangan tertentu vang akan
menjadi kelipatan dari basis transformasi

d. Pengubah. yaitu hasil operasi yang berupa perkalian atau
pembagian atas elemen basis transformasi dengan operator
transformasi

¢. Menemukan hasil akhir transformasi vaitu dengan menambah
atau mengurangi obyek transformasi dengan pengubah.

Contoh 4.1.7:
Ambil lagi matriks P dari (4.10.1). Matriks tersebut bisa transforma-
sikan dalam bentuk lain tanpa mengubah nilai determinan, menjadi:

10 12
P =
v
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Matriks P, merupakan transformasi dari matriks awal, P.

Untuk memberi tengara pada matriks P yang lama dari matriks P
vang baru di sini nama masing-masing matriks akan diberi subscript.
Matriks P yang lama akan diberi subscript menjadi P, dan matriks P
yang baru diberi subscripl menjadi P,.

Untuk mengetahui proses keseluruhan dari transformasi ini perlu
ditempuh langkah-langkah sebagaimana disebut di atas.

Prosedur dan langkah transformasi.

a. Penentuan obyek transformasi. Dalamn hal ini obyek transforasi
adalah baris kesatu.

b. Penentuan basis transformasi. Dalam hal ini basis transformasi
adalah baris kedua,

c¢. Penentuan operator transformasi. Dalam kasus ini operator
transformasi adalah bilangan 2 (dua).

d. Menemukan pengubah yang akan mengubah obyek
transformasi, baris kesatu, dengan cara mengalikan operator
transformasi (bilangan 2) dengan basis transformasi:

24 3)

=8 6
e. Menemukan hasil akhir transformasi:
Obyek transformasi (baris kesatu): 2 6
Pengubah : 8 b+
Hasil transformasi : 10 12

Dengan demikian obvek transformasi, baris kesatu, telah berubah
menjadi:

10 12
Oleh karenanya matriks P yang baru P2 telah berubah menjadi:
p - 10 12
4 3 (4.11.1)

Lihatlah pada matriks P, di atas di mana baris kedua yang tidak
merupakan obyek atau target transformasi tetap tidak berubah.
Bisa dibandingkan bahwa:

B =17, =18
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Berikut ini diberikan ringkasan dari proses transformasi di atas:

2 6
9x(4 3

8 6+

10 12

Contoh 4.1.8:

Matriks hasil transformasi di atas (4.8.5) selanjutnya bisa ditrans-
formasi lagi. Transformasi yang akan di lakukan di sini adalah dengan
mengubah kolom kedua dengan cara mengurangi kolom kedua
dengan tiga kali elemen padanannya pada kolom pertama.

Prosedurnya adalah:
a. Menentukan obyek transformasi. yaitu kolom kedua
b. Menentukan basis transformasi, yaitu kolom kesatu
¢. Menentukan operator transformasi, vaitu bilangan 3 (tiga)
d. Menemukan pengubah, yaitu:
10 |30
3 =
4] |12
e. Menemukan hasil transformasi:
121 130 1-18
3] |12 -9
Sehingga matriks P, berubah menjadi:
10 -18
P,=
4 -9
7] =18
Sebagai perbandingan bisa dilihat bahwa:

|R|=|B:| =P =18
Secara ringkas langkah-langkah di atas bisa ditunjukkan sebagai

berikut:
10 12]_[10 (12)_(10Y] _[10 -i8
4 3|4 |3 4 4 -9
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Selain itu, transformasi sebagaimana dilakukan di atas juga bisa
dilakukan secara bersamaan selama setiap elemen yang ada
pada basis transformasi (kolom /baris) adalah tetap.

Contoh 4.1.9:

4 20 8
G,=[8 5 I1I (4.11.2)
0 0 0

Sekarang, lihat matriks G di atas. Jika baris kedua dan baris ketiga
ditansformasikan secara bersamaan dengan cara menambah setiap
elemen yang ada pada kedua baris tersebut dengan dua kali elemen-el-
emen vang menjadi padanannya di baris pertama, menjadi:

Baris I: 4 20 8 4 20 8
24 20 8
+
Baris II: 8 3 11 = 16 45 27
24 20 8)
+
Baris 111: 0 0 0 8 40 16

Sehingga matriks tersebut berubah menjadi:

4 20 8
G,= |16 45 27
8 40 16

Transformasi yang sama juga bisa dilakukan terhadap matriks
G dengan menentukan kolom kedua sebagai basis. Kolom kesatu
ditransformasi dengan cara menambahkan pada masing-masing
elemen yang ada dengan tiga kali kolom kedua. Adapun kolom ketiga
ditransformasi dengan cara mengurangi masing-masing elemen vang
ada dengan lima kali kolom kedua, sehingga menjadi:

4 (20 20 8 (20
G,=|8+3 5| 5 11-55
o (o) o o Lo
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4 (60) 20 8 (100
=|8+|15| 5 1i-| 25
0 L0 0 0 0

64 20 -92
G,=[23 5 -14
0 0 0

Pembaca bisa memeriksa bahwa:
Gi[=|G:| =G| =0

Poin penting vang perlu diperhatikan di sini adalah bahwa dalam
kedua kasus transformasi di atas, yang menyebabkan matriks G,
menjadi G, dan juga G,, setiap elemen yang ada pada basis transfor-
masinya adalah tetap. Pada kasus G, baris kesatu tetap tidak berubah
sedangkan baris kedua dan baris ketiga berubah semua. Demikian
jugavang terjadi pada kasus G,: kolom kedua, vang merupakan basis
transformasi, tetap tidak berubah.

Perlu juga dimengel ti bahwa transformasi matriks sebagai ditun-
jukkan di atas bisa juga dilakukan terhadap matriks yang tidak
mempunyai bentuk bujur sangkar.

9.2. Transformasi dan Inverse

Salah satu kegunaan dari transformasi matriks di atas adalah bisa
digunakan untuk menemukan inverse dari matriks. Ide dasar dari
penggunaan transformasi ini bisa dilihat pada pemaparan berikut ini.

Ambillah suatu matriks P. Matriks P tersebut bisa berubah menjadi
matriks I dengan dimensi vang sama hanya jika dia dikalikan dengan
inversenva, P"'. Aksioma inilah yang dipakai dalam kasus ini.

Jika matriks P ditransformasikan menjadi matriks I dengan dimensi

vang sama maka transformasi tersebut adalah setara dengan menga-
likan matriks P dengan inversenya, P, karena:

PP'=1 (4.11.3)

Sebaliknya, proses transformasi yang sama ini jika dilakukan terh-
adap 1. dengan dimensi yang sama, maka akan menghasilkan matriks
P!, karena:
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IP'=p (4.11.4)

Lihatlah pada (4.11.3) dan (4.11.4) terlihat bahwa tranformasi pada
keduanya adalah setara. Kesetaraan ini bisa dilihat dengan lebih jelas
melalui diagram di bpq[wah ini:

P=1 1:-': P (4.11.5)
(a) (b)

Simbol panah ke kanan digunakan untuk menunjukkan proses
transformasi yang terjadi. Sementara simbol inverse matriks, P' yang
berada di atas tanda panah menunjukkan “materi” yang dimuatkan
pada proses transformasi yang menentukan hasil akhir dari transfor-
masi tersebut.

Proses transformasi yang digambarkan pada (4.11.5) pada panel
(a) dan panel (b) dilakukan secara serempak dalam satu proses yang
sama. Untuk menunjukkan hal ini, pemaparan berikut ini akan
memberikan contoh numerik.

Untuk memulainya, matriks P pada panel (a) dan matriks I pada
panel (b) dalam (4.11.5) periu digabungkan dalam matriks gabun-
gan (augmented matrix) sebelum dilakukan transformasi. Anggap
lagi bahwa matriks P di sini adalah matriks P vang ada pada (4.10.1).
Matriks gabungan antara P dan 1 tersebut adalah:

2 6
PI=
[4 3

I 0
0 1

:I (4.11.6)

Lihat pada matriks gabungan P-1 di atas. Tanda garis tegak vang
tepat berada di tengah menunjukkan pemisah antara matriks P dan
matriks I. Tanda pemisah ini diperiukan untuk menengarai mana
matriks yang berasal dari matriks P dan mana yang berasal dari
matriks 1 sehingga akan memudahkan untuk memisahkan kembali
antara keduanva jika diperlukan.

Sekarang, akan dilakukan transformasi pada matriks gabungan P-1
dengan cara mengurangi elemen-elemen pada baris kesatu dengan
2(dua) kali elemen-elemen jodohnya vang ada pada baris kedua. Hal
ini bisa dilihat sebagaimana berikut ini:

2 61 0
24 320 D

4 310 1
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(2 6l1 0
@ 60 2
4 30 1

_[-6 ot -2
4 310 1
Selanjutnya, transformasi masih terus dilakukan dengan cay,
menambah elemen-elemen yang ada pada baris kedua dengan —
kali elemen-elemen padanannya vang ada pada baris kesatu. sehing;
menjadi:

-6 0 1 -2

"Gk (&)

4 3 |o 1
e oln o
Sl 0la -g
(6 6)
4 340 1
e ol -2
=[604 _2}
0 3z

Hasil transformasi di atas bisa difaktorkan berdasar sifat dasar
determinan Il yang dicontohkan oleh ekspresi (4.8.11.a). Dalam
faktorisasi ini baris kesatu dibagi dengan -6 sehingga kemudian harus
muncul bilangan -6 di depan tanda matriks sebagai penyeimbang agar
nilai detrminan tetap tidak berubah. Hal ini adalah:

1 2

1 0% <«
= 6 6
O 314 -2
6 6

Selanjutnya ekspresi matriks di atas akan difaktorkan tagi dengan
membagi baris kedua dengan bilangan 3 (tiga) sehingga harus muncul
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bilangan 3 (tiga) di depan tanda matriks sebagai berikut ini:

1 2

Lok =

- (3)(- 6 6
(3)(6)012__1
9 9

Amatilah matriks gabungan hasil transformasi di atas. Matriks yang
ada pada bagian kiri dari tanda pemisah telah sepenuhnya berubah
menjadi matriks identitas (I). Hal ini adalah merupakan akhir dari
“perjalanan” transformasi karena transformasi memang ditujukan
untuk mengubah matriks asal menjadi mnatriks identitas sebagaimana
didiktekan pada (4.11.5). Karena proses keseluruhan transformasi
sudah selesai maka matriks gabungan hasil akhir transformasi di atas
periu dipisahkan kembali menjadi:

2

1 0|~ % N
[0 1] 26 _61 (4.11.7)
= 3

(a) (b)

Lihatlah matriks-matriks hasil akhir transformasi di atas (4.11.7)
dan bandingkan dengan matriks gabungan vang ada pada (4.11.6).
Terlihat di sana bahwa matriks aslinya adalah P pada (4.11.6) kemu-
dian berubah menjadi matriks identitas (I) pada (4.11.7). Sebaliknya,
matriks yang aslinya adalah matriks identitas (I) pada (4.11.6) beru-
bah menjadi suatu matriks vang bukan identitas pada (4.11.7). Hal ini
sepenuhnya menunjukkan proses vang ditunjukkan oleh panel (a)
dan panel (b) pada (4.11.5). Dengan demikian matriks vang ada pada
panel (b) pada (4.11.7) adalah hasil transformasi yang ditunjukkan
oleh panel (b) pada (4.11.5) vang tidak lain adalah merupakan inverse
dari matriks P. Untuk itu bandingkan matriks tersebut dengan matriks
Q vang ada pada (4.10.2). Ternyata keduanya adalah tepat sama yang
berarti bahwa matriks hasil transformasi terakhir vang ada pada panel
(b) (4.11.7) adalah benar-benar merupakan inverse dari matriks P, P,

9.3. Strategi Transformasi

Transformasi yang dilakukan di atas secara umum bertujuan untuk
mengubah matriks yang akan dicari inversenva menjadi matriks iden-
titas (I). Namun begitu, menemukan operator transformasi (bilangan
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kelipatan yang akan digunakan sebagai pengali dari basis transfor-
masi) adalah suatu pekerjaan yang tidak terlalu mudah. Sebagai misal,
mengapa pada transformasi pertama dipilih bilangan 3 dan pada
transformasi kedua dipilih bilangan — sebagai operator dan bukan-
nya bilangan yang lain? Hal ini merupakan bagian dari strategi yang
ditempuh untuk mengubah matriks awal mejadi matriks identitas.
Untuk lebih memperjelas hal ini berikut ini akan disajikan prosedur
vang perlu ditempuh.

Prosedur Menentukan Strategi

a. ldentifikasi semua elemen-elemen di luar diagonal

Identifikasikan elemen-elemen vang ada pada dan di luar
diagonal. Elemen-elemen tersebut akan menjadi target trans-
formasi. Dalam transformasi ini elemen-elemen tersebut perlu
diubah nilainya agar menjadi nol. Hal ini mengingat bahwa
pada matriks identitas (I), elemen diagonalnya adalah 1 (satu)
dan elemen-elemen lainya adalah nol. Berikut ini ditunjukkan
mana-mana elemen yang perlu diubah menjadi nol dan mana
vang perlu diubah menjadi1 (satu). Gambaran berikut ini akan
memberikan kejelasan.

Matriks2x2:

3=l 0} @19
2 4 01

Pada ekspresi di atas, tanda panah ke kanan digunakan untuk
menunjukkan proses transformasi. Dengan demikian ekspresi
di atas menunjukkan bahwa matriks yang ada di sebelah Kkiri
perlu ditransformasikan menjadi matriks di sebelah kanan,
vaitu matriks identitas.

Dengan melihat ekspresi pada (4.11.8) di atas, maka akan bisa
ditentukan target transformasinya sebagai berikut.

= [J=[) en

(a) (b)
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Matriks 3x 3:
4 2 5 1 00
2 3 35{=(0 1 0f; (411.10)
6 4 8 0 01

Dengan demikian target transformasinya bisa ditentukan
yaitu:

4 1] 2 0 5 0
2= [ofs|3t=[1}; [3.5]=|0|; 11D
6 ol |4 0 8 1

(a) (b) (c)

. Identifikasi baris mana vang akan dipilih menjadi basis
transformasi.

Perlu diingat bahwa pada baris yang akan dipilih, elemen
vang tepat berada pada diagonal. vang kemudian disebut sebagai
elemen kunci, perlu diubah menjadil (satu) sebagaimana ditun-
jukkan pada (4.11.9) sampai dengan (4.11.11). Karena elemen
kunci, pada matriks asal, nilainya tidak mesti menunjukkan
angka 1 (satu) maka perlu dilakukan faktorisasi atas baris terse-
but dengan cara membagi semua elemen dari baris vang dipilih
dengan elemen kunci. Dengan demikian elemen kunci akan
berubah nilainya menjadi 1(satu).

Pada tahap ini masalah kesederhanaan menjadi pertim-
bangan terpenting dalam arti bahwa faktorisasi harus meng-
hasilkan bilangan-bilangan yang paling sederhana. Untuk
itu strategi yang perlu diambil untuk hal ini adalah dengan
memilih baris mana yang menghasilkan bilangan-bilangan yang
paling sederhana jika faktorisasi dilakukan. Sebagai ilustrasi
pandanglah hasil-hasil faktorisasi pada masing-masing baris
untuk nantinya bisa dipertimbangkan.

Faktorisasi pada baris kesatu:

4[1 li]
2 4

Faktorisasi pada baris kedua:

2
{21 2]
3 3
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Faktorisasi pada baris keti§a:
: ]
8- — 1

g8 8

Dari ketiga alternatif faktorisasi di atas baris kesatu terlihat
menghasilkan angka yang paling sederhana. Untuk itu pilihan
baris yang akan menjadi target faktorisasi yang nantinya seka-
ligus berperan sebagai basis transformasi adalah baris kesatu.
Untuk itu hasil faktorisasi adalah sebagai berikut ini:

g1l 2
EOVEL! 2 4
4|2 3 35
6 4 8

Lihat pada matriks di atas. Elemen-elemen pada baris kedua
dan ketiga tidak berubah karena mereka tidak terpilih sebagai
target faktorisasi.

c. Identifikasi baris yang akan menjadi target transformast.

Dengan melihat kembali ekspresi pada (4.11.8) dan (4.11.11)
maka kolom kesatu bentuknya harus diubah menjadi:

untuk matriks dengan dimensi 2 x 2

dan,

0 | untuk matriks dengan dimensi3 x 3

Untuk itu baris kedua dan juga baris ketiga (pada matriks
3x3) pada kolom tersebut perlu diubah menjadi nol.

d. Melakukan transformasi baris

Untuk melakukan transformasi perlu mengacu pada ekspresi
(4.1L.11) panel (a). Untuk menghindari komplikasi, transformasi
dilakukan secara bertahap. Untuk vang pertama kali, transfor-
masi dilakukan terhadap baris kedua. Target dari transformasi
ini adalah menjadikan elemen pada baris kedua kolom kesatu
menjadi nol. Basis transformasi telah ditentukan sebelumnya
vaitu baris kesatu dengan eiemen kunci angkanya adalah 1
(satu). Karena elemen target transformasi, baris kedua pada
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kolom kesatu, nitainya adalah 2 maka elemen-elemen pada
baris kedua perlu dikurangi dengan 2 (dua) kali elemen-elemen
padanannva pada baris kesatu. Jika para pembaca mengalami
kesulitan dalam mengikuti hal ini maka disarankan untuk meli-
hat kembali prosedur dan teknik transformasi vang secara detil
telah dipaparkan pada bagian 11.1. sebelum ini. Hasil transfor-
masinya adalah:

112
2 4
410 1 1
6 4 8

Lihat, elemen target vaitu baris kedua kolom kesatu sekarang
nilainya telah berubah menjadi nol.

Target selanjutnya adalah mengubah elemen pada baris
ketiga kolom kesatu menjadi nol. Karena elemen target trans-
formasi, baris ketiga kolom kesatu, nilainya adalah 6 (enam)
maka transformasi perlu dilakukan dengan mengurangi
elemen-elemen vang ada pada baris ketiga dengan kelipatan 6
(enam) dari elemen-elemen padanannya yang ada pada baris
kesatu sehingga menjadi:

y L3
2 4
4lo 1 1
1
01 —
2

Lihat sekarang. kolom pertama pada matriks di atas sudah
mempunvyai bentuk vang seperti diharapkan sebagaimana pada
ekspresi (4.11.11) panel (a).

Giliran selanjutnya adalah melakukan transformasi
elemen-elemen yang ada pada kolom kedua pada matriks yang
baru saja ditransformasikan di atas dengan menggunakan baris
kedua sebagai basis transformasi. Pada tahap pertama transfor-
masi dilakukan terhadap baris pertama dulu. Dengan mengacu
pada ekspresi (4.11.11) panel (b) sebagai patokan, maka elemen
kunci yang berperan sebagai basis transformasi adalah elemen
di baris kedua kolom kedua. Elemen kunci ini ternyata sudah
berbentuk bilangan 1 (satu) sehingga tidak diperiukan lagi
faktorisasi atas baris tersebut.
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Karena target transformasi, elemen di baris kesatu kolom

1
kedua, adalah sebuah bilangan pecah:E , maka transformasi
dilakukan dengan cara mengurangi elemen-elemen vang ada

. 10
pada baris kesatu sebesar 5 kali elemen-elemen padanannva

vang ada pada baris kedua sehingga hasilnya adalah:

10E
4
410 1 1
0o 1 L
2

Giliran transformasi selanjutnya adalah baris ketiga pada
ekspresi matriks yang paling akhir di atas. Baris maupun
elemen yang digunakan sebagai basis transformasi kali ini
tetap yaitu baris kedua dan elemen kuncinva adalah elemen
pada baris kedua dan kolom kedua. Karena mengingat bahwa
elemen target transformasi adalah elemen vang terdapat pada
baris ketiga kolom kedua yang dalam hal ini besarnya adalah 1
(satu), maka transformasi dilakukan dengan cara mengurangi
elemen-elemen yang ada pada baris ketiga sebesar 1 (satu) kali
elemen-elemen padanannya pada baris kuda sehingga hasilnya
adalah:

o
S o -
o~ O

—_— W

1

2
Sekarang pandanglah matriks hasil transformasi vang paling
akhir di atas. Formasi dari angka-angka yang ada pada kolom
kedua ternyata sudah tepat sama dengan yang diharapkan
sebagaimana pada ekspresi (4.11.11) panel (b).

. Tahap selanjutnya adalah meneruskan transformasi dengan
giliran kolom ketiga. Transformasi pada tahap ini menggu-
nakan baris ketiga sebagai basis. Adapun elemen kuncinya yaitu
elemen yang ada pada baris ketiga dan kolom ketiga. Mengingat
elemen kuncinva bukan angka 1 (satu) maka dia harus diubah
terlebih dahuiu hingga menjadi 1 (satu). Hal ini bisa dilakukan
dengan faktorisasi baris ketiga dengan cara membagi semua
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. 1 .
elemen yang ada pada baris tersebut dengan =3 sehingga

menjadi:
! 1 0 3
1 4
[—5)4 01 1
0 0 1

Langkah selanjutnya adalah melakukan transformasi. Target
pertama pada kesempatan ini adalah baris kedua terutama
adalah elemen pada baris kedua dan kolom ketiga. Meng-
ingat bahwa elemen pada baris kedua dan kolom ketiga ini
besarnya sudah 1 (satu) maka transformasi dilakukan dengan
cara mengurangi elemen-elemen yang ada pada baris kedua
sebesar 1 (satu) kali elemen-elemen padanannya vang ada pada
baris ketiga sehingga menjadi:

1 0

3

1 4
(Do 1 &
0 0 1

Giliran selanjutnya adalah baris kesatu. Target utama trans-
formasi pada kesempatan ini adalah elemen vang ada pada

baris kesatu kolom ketiga. Mengingat bahwa elemen terse-
but besarnya adalah % maka transformasi dilakukan dengan
mengurangi elemen-elemen vang ada pada baris kesatu sebesar
3 kali baris ketiga yang kemudian menjadi:

1 00

(—1}40 1 0
2

0 01

Lihatlah sekarang bahwa setiap kolom vang ada pada matriks
hasil transformasi terakhir di atas mempunyai formasi tepat
sesuai dengan yang diharapkan sebagaimana pada ekspresi
(4.11.11) pada ketiga panel (a), (b) dan {c). Pembaca juga bisa
memeriksa matriks hasil transformasi terakhir di atas. Terlihat
bahwa matriks tersebut telah sepenuhnya berubah menjadi
matriks identitas dengan dimensi 3 x 3 sebagaimana ditunjuk-
kan oleh (4.11.10).
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9.4. Pemodelan dengan Matriks

Seringkali ditemui bahwa ekspresi model dalam bentuk matriks
dianggap masih merupakan ekspresi yang panjang. Untuk itu terdapat
adanya usaha untuk membuat ekspresi ini menjadi lebih kompak lagi.

Untuk menyajikan ilustrasi mengenai hal ini pertimbangkanlah sistem
persamaan berikut ini:

Sistem persamaan di atas bisa ditulis dalam notasi matriks sebagai
berikut:

dy dy diy e d, TXx1 [X
d2l dn d23 * d2n X2 Ki
dzl dn d33 llllll dza X3 = K3
dy Qpy Gpz eeee doa | Xa] [ Ku

Pada ekspresi matriks di atas terlihat bahwa matriks utama D
mengacu pada matriks D yang telah dituliskan sebelumnya pada
persamaan (4.2.5.). Pada pembahasan kali ini ingin disampaikan suatu
pemodelan dengan matriks dengan ekspresi vang kompak. Dalam hal
ini sistem matriks di atas dituliskan sebagai:

DX =K

Biasanya dalam kasus seperti ini selalu disebutkan bahwa ekpresi
di atas merupakan suatu sistem persamaan. Dengan disebutkan
secara demikian maka pembaca sudah harus tahu sendiri mana yang
berperan sebagai matriks utama, vector variabel dan vector konstan.
Dalam hal ini D adalah matriks utama adapun X dan K adalah vector
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variabel dan vector konstan. Begitu juga dalam hal dimensi dari
matriks utama, vector variabel dan vector konstan, mereka sudah
otomatis menyesuaikan sedemikian rupa sehingga sistem di atas bisa
dianggap sebagai suatu sistem persamaan, walaupun hal itu tidak
dinyatakan secara eksplisit. Dengan demikian maka ketika meman-
dang suatu sistem persamaan di atas: DX = K, maka pembaca harus
sudah mengasumsikan bahwa dimensi dari matriks dan vektor-vetor
di atas adalah:

D berdimensi mxn
X berdimensi nx1, dan

K berdimensi mxl
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1. MATRIKS DAN SISTEM PERSAMAAN LINIER

Sistem persamaan linier sebagaimana didiskusikan pada Bab IV di
depan bisa didekati dengan matriks untuk penyelesaiannya. Bahkan
pendekatan matriks ini mempunyai keunggulan dibandingkan
dengan pendekatan eliminasi seperti yang dipaparkan di Bab sebel-
umnya. Pendekatan eliminasi sudah tidak bisa, atau kalau bisa akan
menjadi sangat kompleks. untuk digunakan untuk mencari solusi bagi
sistem persamaan linier yang terdiri dari 4 (empat) variabel dalam 4
{empat) persamaan.

Ekspresi dari sistem persamaan linier adalah sebagai berikut.

+ + +
a"Xl X, F A Xt e a X =d
+ + -+ =
X, T 2, X, ta, X, *......... et 2, X =d,
+ + + + =
a X +a,X, 333)(3 ................... a X =d, )
e nesssssesnsan, (5.1.1)
+ + + +
am,x, an,2x2 am:,')l{3 ................... amnX" = dm

Ekspresi di atas bisa digantikan dengan ekspresi matriks tanpa
mengurangi maknanya, vaitu:

4, A A e a,, [ X, d,

A, By A cvvnnin a,, [ X,]| |d,

a, A; Ay ceeenn a,, | X, | |d,
= (3.1.2)

(3,0 8,0 Qn e a,|X,| |d,

Pembaca bisa memeriksa bahwa ekspresi matriks pada (5.1.2)
adalah sama dengan ekspresi persamaan pada (5.1.1). Hal ini bisa
dilakukan dengan mudabh jika terma pertama dan terma kedua pada
ruas kiri dari ekspresi (5.1.2) dikalikan.

X=d (513)

{mxn)(nxl) ()

Ekspresi pada (5.1.3} di atas merupakan penyimbolan vang kompak
padat dari ekspresi (5.1.2) di mana matriks (,,é,,, adalah terma pertama
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pada ruas kiri yang merupakan matriks koefisien. Disebut demikian
karena elemen-elemen yang ada di dalamnva adalah merupakan
koefisien dari variabel X. Sementara vektor kolom gfl adalah terma
kedua dari ruas kiri yang merupakan vektor variable. Disebut vektor
variabel karena elemen-elemen yang ada padanya adalah varia-
bel-variabel penentu sistem persamaan. Adapun vektor (,ﬂ,) adalah
vektor konstanta yang isinva adalah elemen-elemen vang merupakan
bilangan konstan.

Setelah bentuk persamaan sebagaimana diekspresikan pada (5.1.1)
diubah menjadi bentuk matriks, maka semua aturan-aturan tentang
matriks berlaku pada matriks vang baru terbentuk ini.

Untuk memberikan gambaran vang lebih jelas mengenai peng-
gunaan ekspresi matriks untuk sistem persamaan linier berikut ini
diberikan berbagai contoh.

Contoh 5.1.10

Ubahlah bentuk sistem persamaan berikut ini menjadi ekspresi
matriks.

a. 92X, +3X,=16
6)\'] + Xg =4
b. X, = 2X,
3N, +4X, = 20
C. 5X,+7X,=19
8X,=12

X, +4X,+3X, =21
Penyelesaian:
2 31X, |_|16
a 6 1][x,| 7|4
b. Perhatikan bahwa pada kasus ini ekspresi persamaan pertama
tidak merupakan bentuk standar sebagaimana dimodelkan
pada (5.1.1). Untuk itu perlu dilakukan modifikasi teriebih
dahulu pada persamaan ini sehingga bentuknya sesuai dengan
ekspresi (5.1.1), vaitu:
X,-2X,=0
X, +4X,=20
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Sehingga ekspresi matriksnya menjadi:

I 21X [ [0
3 4]X,] |20
c. Sistem persamaan yang akan diubah ekspresinya menjadi bentuk
matriks terdiri dari 3 (tiga) variable dalam 3 (tiga) persamaan.
Namun dalam dua persamaan pertama variable ketiga, X, tidak
hadir. Begitu juga pada persamaan kedua variable X, dan X,
tidak muncul. Hal ini bisa membuat kebingungan. UntuL itu
sekali lagi ekspresi sistem persamaan di atas perlu diubah dalam -
bentuk standard terlebih dahulu agar sesuai dengan ekspresi
standarnya.
SN, + 7X,+0X; =19
0 }\ +8X, + OX, = 12
X, + 4X, + 3X,=21

Lihatlah sekarang bahwa koefisien 0 (nol} muncul pada vari-
able-variable yang dalam ekspresi asli persamaannya sebe-
narnya tidak ada. Pembaca bisa memeriksa bahwa ekspresi
sistem persamaan yang dimodifikasi di atas tidak mengubah
nilai dari sistem persamaan aslinya. Hal ini hanya digunakan
untuk menjembatani agar bentuk dari sistem persamaan
aslinya bisa menvesuaikan dengan ekspresi standar dengan
tidak mengubabh nilai dari sistem persamaan tersebut. Setelah
bentuknya sesuai dengan ekspresi standard pada (5.1.1) maka
kemudian bisa diubah menjadi ekspresi matriks sebagai berikut:

5 7 ol[x,] [19
0 8 o|x,]|=[12
1 4 3)|x,| |21

1.1. Penyelesaian Sistem Persamaan Linier: Metode Cramer

Dalam rangka mencari penyelesaian sistem persamaan dengan
menggunakan metode Cramer pertama sekali pandang dan identi-
fikasikan koefisien-koefisien dari masing-masing variable vang ada:
X Xy X,.... X dalam sistem persamaan. Secara lebih spesifik. llhat-
lah ekspresi matriks model pada (5.1.2), matriks ini bisa dituliskan
kembali menjadi bentuk berikut ini:
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4, a a, Ay d,
ay A A; Ay, d,
s Az 333 a‘n d3
X+ Xt XA + X, = " (514)
_aml n _am: i _am3 J _aum i _d o |

Selanjutnya dari matriks di atas bisa dibentuk matriks baru dengan
cara mengganti vektor kolom pertama dengan vektor kolom d.
sehingga menjadi:

] N Fo

dl al: ﬂ,_; aln

d, a.. a., a,,

d3 aR: 333 aSn
+ T P Xt X, (5.1.5.2)

_d " _am: ] _am; | -am" ]

Dengan mengacu pada ekspresi (5.1.3) selanjutnva ekspresi di atas
bisa dituliskan kembali menjadi bentuk berikut ini:

d, a, a; .an. a, 1
d, a, a5 . a,, | | X,
d, a, a3y e ay, | X
=A-|x.1 (5.1.5.'3)
d, 2, 2, . a,, || X, |
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di mana:
[d, 8. 8,; e 8, ] (1]
d. Q. A4 e a., X,
d; 4, 3, s a,, X,
A=~ ’ ) T i Xa=
|d,, A, 8. . 8 | X,

Selanjutnya bisa dibentuk matriks baru yang lain dengan cara

mengganti vektor kolom kedua dengan vektor kolom d, sehingga
menjadi:

a, d, )3 a,
s d, Ay LEN
a, d, A3, a,,
X R Xt +| X, (5l6a)
_aml . __d m | _amB n _amn J

Ekspresi matriks di atas bisa dituliskan kembali menjadi bentuk
berikut ini:

d, a, a; .. a, 1
d,, a:: a23 .............. 3:._” x:
v
d; a;, ay .. a;, | | X,
=A.aXa (5.1.6.b)
d,, 2, 2, .. oa, | [X,]
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di mana:
(2, d, A, . @, | X, ]
a, d, a, ... e Ay, ]
A, d; Ay . 2y, X,

. .
. .
a,, d, a,; .o a,, X,

Dengan cara yang sama bisa dibentuk matriks berikut ini:

a a, d, a,,
a, a5 d, a,,
a;, a;,, d, a,,
X, + X, + Font | X, (517.a)
_aml a _am‘_’ 4 _d w - _amn |

Ekspresi matriks di atas bisa dituliskan kembali menjadi bentuk
berikut ini:

a, a, d .. 2, | X,
a, A, d, . 2, | [ X,
a, a,, d, ...... a,, 1
= AsX3 (5.1.7.b)
a, a,, d, ... a,, | X,
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di mana:
a
ay
a3

Ais=

_aml

a]z dl dddassbbdbbiag
a,, d, .
332 d3 --------------

.

a,, d, ...

a]n Xl
a2n X2
a?m 1

; X3 =
amn_ ._x"_

Berikut ini adalah matriks lain vang diperoleh dengan prosedur

vang sama.
a, a, a;
a,, a,, &y
ay, a3, a3,

Ay a

m2

i

..... vt (5.1.8.a)

Ekspresi matriks di atas bisa dituliskan kembali menjadi bentuk

berikut ini:

a, &,
8y Axn
a; 2
_aml am:

A e d,

. DU d,

. SRR d,
..............

: JNRR d,

-
X,

X,

= AaXa (5.1.8.b)
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di mana:
a, A, A; e d, X,
A, Ay Ay i d, X,
a;, A, Ay e d, X,
Aq= ; Xon =
(2, 2,5 8,5 e d, | 1]

Anggap sekarang bahwa matriks yang diekspresikan pada (5.1.2) di
atas disebut sebagai matriks A saja. Dengan definisi seperti ini maka
penyelesaian sistem persamaan linier bisa diperoleh melalui:

x <A (5.1.9)
. . A}
dimanai=123...... .

Contoh 5.1.11

Carilah penyelesaian atas sistem persamaan linier yang ada pada
contoh Contoh 5.1.10.

Penvelesaian:

a. Dari sistem persamaan vang ada sudah bisa tertulis adanva

matriks A vaitu:
’ 2 3
A=

Untuk memperoleh penyelesaian atas sistem persamaan linier
dengan menggunakan metode Cramer maka perlu dibentuk
matriks-matriks baru seperti pada (5.1.6.b) sampai dengan

(5.1.8.b), yaitu:
16
A.l=[ 3];A_2=[2 16]
4 1 6 4

Untuk memperoleh nilai X ;, maka digunakan formulasi vang
diekspresikan pada (5.1.9) di atas, vaitu:
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x, 1Al
||
‘16 3|
x1= 4 1 - 4
2 3 -16
: ]
X =-0.25

Untuk memeperoleh nilai X, melalui metode ini maka bisa
ditempuh melalui jalan berikut ini:

A,
X, =t4
s lA
‘2 16‘
x. 6 4l_-s8
R O3 -16
6 1
X2=55

b. Mencari Xl dan X._, dari:

S

0 -2 1 O
A_] = : A-2 =
20 4 3 20
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Nilai X1 dan X2 bisa diperoleh melalui perhitungan berikut ini:

io -2 1 0
xl=20 4 X2=3 20
1 =2 1 =2
A
_ =80 _20
I T 10
Xi1=40 Xa=2
¢. Mencari X, . X, dan X, dari:
570 19 7 0 5 19 0O 5 7 19]
A=|0 8 0[Aa=|12 8 0]; A2a=|0 12 0O|;A3=(0 8 12
1 4 3 21 4 3 1 21 3 1 4 21_
19 7 0 5 19 0 5 7 19
12 8 0 0 12 0 0 8 12
21 4 3 1 21 3 1 4 21
X, = X,=1—~ 1 x =
570 - 5 7 0 5 7 0
0 8 0 0 8 0 0 8 0
1 4 3 1 4 3 1 4 3
204 180 844
= — X_=— =
40 * 40 =20
.X1=15.1 X>=45 X3=21.1

1.2. Penyelesaian Sistem Persamaan Linier: Metode
Eliminasi Gauss

Berbeda dengan metode Cramer, metode eliminasi Gauss
mendasarkan diri pada transformasi baris. Transformasi ini diarahkan
untuk mengubah matriks yang ada menjadi matriks segitiga. Dalam
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hal ini ada dua pilihan untuk mengubah bentuk matriks: mengubah
menjadi matriks segitiga atas ataupun mengubahnya menjadi matriks
segitiga bawah.

Dalam melakukan penyelesaian sistem persamaan linier dengan
metode eliminasi Gauss ini diperlukan prosedur-prosedur sebagai
berikut ini.

L

00 10

N oo

Ubah sistem persamaan vang akan diselesaiakan ke dalam
bentuk matriks

Identifikasikan matriks A dan vektor d dalam kasus ini.

Susun matriks A dan vektor d ke dalam matriks gabungan A-d.
Lakukan transformasi untuk mengubah matriks yang ada
menjadi matrik segi tiga atas atau matriks segi tiga bawah.
Pisahkan kembali matriks A dan vektor d dari matriks gabungan
Kembalikan bentuk matriks menjadi bentuk persamaan
Temukan penyelesaian dengan melakukan susbstitusi berting-
kat

Karena inti dari keseluruhan proses ini adalah transformasi
menjadi bentuk matriks segi tiga, maka di bawah ini akan dipaparkan
diskusi mengenai perubahan bentuk /transformasi tersebut.

a.

Transformasi ke arah matriks segi tiga atas

Matriks2x 2
o
¢c d

[
o]

Lihat ekspresi vektor di atas. Pada vektor kolom kedua. a,.
elemen pada baris pertama berubah dari b menjadi 0 (nol).
Terlihat di sini bahwa elemen baris pertama pada vektor kolom
tersebut menjadi target transformasi (yang harus diubah
menjadi nol).

Di lain pihak pada vektor kolom kesatu, a,, elemen pada
baris kesatu berubah dari a menjadi sebuah bilangan seba-
rang, x. Hal ini bukan berarti bahwa elemen tersebut menjadi
target transformasi melainkan perubahan ini hanya merupakan
konsekuensi dari transformasi vang dilakukan pada baris kesatu
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secara keseluruhan yang bertujuan untuk mengubah elemen
pada baris kesatu kolom kedua agar menjadi nol.

Setelah transformasi dilakukan maka bentuk matriks vang
baru (hasil transformasi) adalah:

A=
c d
Lihatlah matriks pada A, sebagaimana diekspresikan di atas,

sekarang telah berubah menjadi bentuk segi tiga atas.
!ja!l-ilrs 3 21- 3

>

]
0 QR o
N~ ]
0

i

k
!
| & ]
=" o
m
_h-

a,=|f|=a,=

- i ,a.
Setelah semua transformasi dilakukan, maka bentuk akhir

dari matriks yang baru akan menjadi:

¢ 0]
0

k 0 0
A=|1 m 0
g h i

Lihatlah pada matriks vang baru di atas, semua elemen di atas
diagonal semuanya adalah 0 (nol) vang merupakan ciri pemben-
tuk matriks segi tiga atas. Perubahan dari elemen-elemen a, d
dan e, secara berturut-turut, menjadi k, 1 dan m adalah sebagai
akibat dari proses transformasi yang dilakukan dalam rangka
mengubah bentuk matriks tersebut menjadi bentuk matriks
segi tiga atas.
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b. Transformasi ke arah matriks segi tiga bawah
Matriks 2x 2

a,=| |=a,=
*|d n
Lihat ekspresi vektor di atas. Pada vektor kolom kesatu, a,
elemen pada baris kedua berubah dari ¢ menjadi 0 (nol). Terli-
hat di sini bahwa elemen baris kedua pada vektor kolom terse-
but menjadi target transformasi (vang harus diubah menjadi
nol).

Di lain pihak pada vektor kolom kesatu, a,, elemen pada
baris kedua berubah dari d menjadi sebuah bilangan seba-
rang, n. Hal ini bukan berarti bahwa elemen tersebut menjadi
target transformasi melainkan perubahan ini hanya merupakan
konsekuensi dari transformasi yang dilakukan pada baris kedua
secara keseluruhan yang bertujuan untuk mengubah elemen
pada baris kedua kolom kedua menjadi nol.

Setelah transformasi dilakukan maka bentuk matriks yang baru
(hasil transformasi) adalah:

' b
n
Lihatlah sekarang matriks A telah berubah menjadi bentuk
baru vang berupa matriks segi tiga bawah.
njallvilrs 3 }- 3

c

S

a
A=|d
g i

3 0 O

a=d=>a, 0
0
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b b
a,=|e|=>a,=|e
h] 0
¢ ¢
a,=|f|=a,=p
| K

Setelah semua transformasi dilakukan, maka bentuk akhir dari
matriks yang baru akan menjadi:
a b ¢
A=(0 e p
0 0 ¢

Lihatlah, matriks A sekarang setelah transformasi berubah
menjadi suatu matriks dengan bentuk segi tiga bawah.

Contoh 5,112,
Selesaikanlah sistemn persamaan linier berikut ini dengan
metode eliminasi Gauss. '
AX,+X,=10
2X,+4X,=20
Penyelesaian:

a. Sebelum mengenakan eliminasi Gauss terlebih dahulu sistem
persamaan di atas diubah menjadi bentuk matriks, vaitu:

5 e H)

b. Dengan demikian bisa diidentifikasi matriks-matriks berikut

init.
[3 1] [10]
A= s d =
2 4 20

c. Membentuk Matriks Gabungan

Matriks A dan vektor d harus secara bersama-sama ditans-
formasikan dengan proses vang sama. Untuk itu matriks A
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dan vektor d perlu disusun dalam sebuah matriks gabungan
sebagai berikut. 3 1o
A-d=

2 420
d. Melakukan transformasi

3 110
A-d=5 40

Transformasi diarahkan untuk mengubah matriks A
menjadi bentuk matriks segi tiga atas. Basis transformasi
dalam hal ini adalah baris kedua dengan target tranformasi
baris kesatu atau tepatnyva adalah elemen yang ada pada bais
kesatu dan kolom kedua.

Untuk itu elemen-elemen vang ada pada baris kesatu
dikurangi dengan 0,25 kali elemen-elemen yang ada pada
baris kedua, sehingga menjadi:

Fj 0
A-d=
2 4

e. Pemisahan matriks A darivektord
25 0 5]
A= - d=
[ 2 4] [20_

f. Mengembalikan bentuk ke bentuk persamaan

[ 2][;‘:};[50]

ZX1 + 4X2 =20

g. Menemukan Penyelesaian

.
20

atau,

Ambil persamaan pertama dalam sistem di atas, yaitu:
25X, =5

Sehingga,
X, -2

Selanjutnya nilai X, bisa diperoleh dengan cara mensub-

stitusikan X, yang telah diperoleh ke dalam persamaan kedua
sebagai berikut ini:
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2(2)+4X, =20

4+4X,=20
4X, =16
X, =4

Penyelesaian di atas dilakukan dengan mentransfor-
masikan matriks A menjadi bentuk matriks segi tiga atas.
Sekarang, sekedar untuk memeriksa, akan dicoba untuk
melakukan penyelesaian dengan cara mentransformasikan
matriks A menjadi bentuk matriks segi tiga bawah.

Untuk tujuan ini ambillah lagi di sini matriks gabungan

di at
1 atas 3 1o
20

T2 4

Transformasi di sini dilakukan dengan memilih baris
kesatu sebagai basis. Sedangkan target transformasinya
adalah elemen vang ada pada baris kedua kolom kesatu.
Untuk keperluan tersebut transformasi dilakukan dengan
cara mengurangi elemen-elemen vang ada pada baris kedua
dengan — kali dari elemen-elemen padanannya di baris
pertama,Sehingga menjadi: .

3 1/10
A-d= 0 3lﬂ
313

301 10
A=lo 31pd=12
3l 13

3 1 X, 10

1 _{ 40
0 32 A
3 LX:2] |73
X, +X, =10
0

Penvelesaian bisa diperoleh melalui penyelesaian persa-
maan kedua di atas, vaitu:
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slx, .40
3 3

X, =4

Nilai X bisa diperoleh melalui susbstitusi hasil X, yang
telah diperoleh di atas ke dalam persamaan pertama, sebagai
berikut.

3X,+4=10
3X,=6
X, =2

Lihatlah. hasil yang diperoleh dengan cara tersebut
(mengubah matriks A menjadi bentuk matriks segi tiga
bawah) ternyata tepat sama dengan hasil yang diperoleh
sebelumnya ketika transformasi dilakukan dengan cara
mengubah matriks A menjadi bentuk matriks segi tiga atas.

Contoh 5.1.13.
Selesaikanlah sistem persamaan linier berikut ini dengan
metode eliminasi Gauss.
2X,+6X,-X,= 4

X, +8X,+12X, = 32

5X,-X,+10X,=48
a. Mengubah Sistem persamaan ke dalam bentuk matriks

26 ~1)X, | [14
18 12X, |=32
5

-1 10X, |48
2 6 -1 14
A=[1 8 12[;d=32
5 -1 10 48

b. Menyusun Matriks Gabungan

2 6 -1)14
A-d=|1 § 1232
5 -1 10/48
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c. Melakukan Transformasi

Tranformast akan diarahkan untuk mengubah matriks A
di atas menjadi bentuk matriks segi tiga atas.

Untuk keperluan transformasi dipilih baris kesatu sebagai
basis dengan target elemen yang ada pada baris kedua dan
kolom ketiga. Untuk itu elemen-elemen vang ada pada baris
kedua perlu ditambah dengan 12 (duabelas) kali elemen-el-
emen padanannya yang ada pada baris kesatu, sehingga
berubah menjadi:

2 6 -114
A-d=[25 80 0200
5 -1 10|48

Transformasi selanjutnya adalah dengan mentarget
elemen yang ada pada baris kesatu kolom ketiga. Transfor-
masi ini akan menggunakan baris ketiga sebagai basis.

Untuk keperluan ini, transformasi dilakukan dengan
menambah elemen-elemen yang ada pada baris kesatu
dengan 0.1 kali elemen-elemen padanannvya di baris ketiga,
sehingga menjadi:

25 59 O0Q88
A-d=}25 80 0200
5 -1 10}48

Transformasi seterusnya adalah dengan mentarget
elemen yang ada pada baris kesatu kolom kedua dari matriks
vang baru di atas. Transformasi ini akan menggunakan baris
ketiga sebagai basis.

Untuk keperluan ini, transformasi dilakukan dengan
menambah elemen-elemen yang ada pada baris kesatu
dengan 5.9 kali elemen-elemen padanannya di baris ketiga,

32 0 0302
A-d=|25 8 0/[200
5 -1 10|48
{32 0 0 302
A=|25 80 0 |:d=1{200
15 -1.10 48
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32 0 07[x,] [302
25 80 0| |X,|=]200
5 -1 10f|x,]| |48

32X, = 302
95X, + 80X, = 200
5X, - X, + 10X, =48

Penyelesaian dimulai dengan menvelesaikan X, dari
persamaan kesatu, vaitu:
32X, =302
X, =9.4375

Selanjutnya nilai X, yang telah ditemukan di atas disub-
stitusikan kedalam persamaan kedua menjadi:
25(9.4375) + 80 X,,= 200
235.9375+ 80 X, = 200
80 X, =-35.9875
X,=-0.449219

Untuk memperoleh nilai X,, nilai X, dan X, yang sudah
diperoleh sebelumnya disubstitusikan ke dalam persamaan
ketiga di atas, sehingga:

5(9.4375) - (-0.44922)+ 10X, =48
47.63672+10X, =48
10X, =0.363281
X, =0.036328

1.3. Penyelesaian Sistem Persamaan Linier: Metode
Gauss-Jordan

Metode eliminasi Gauss sebagaimana dipaparkan di atas merupa-
kan kombinasi dari pendekatan transformasi matrik dan aljabar
tradisional: eliminasi. Alternatif lain dari metode ini adalah metode
Gauss-Jordan. Metode ini sepenuhnya bertumpu pada transformasi
matriks.

Kalau pada metode eliminasi Gauss transformasi diarahkan untuk
mengubah bentuk matriks menjadi bentuk segi tiga atas atau segi tiga
bawah, dalam metode Gauss-Jordan transformasi diarahkan untuk
mengubah matriks asal menjadi sepenuhnva matriks identitas, 1 .
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Adapun transformasi kearah matriks identitas ini sudah dipaparkan
pada bagian 11.2. di atas.

Untuk melakukan transformasi ini langkah-langkah yang diperlu-
kan adalah sama dengan yang ada pada metode eliminasi Gauss, hanva
saja transformasi dalam metode ini diteruskan sampai ditemukan
matriks identitas.

Agar bisa memberikan gambaran yang lebih jelas berikut ini diber-
ikan ilustrasi sebagai contoh.

Contoh 5.1.14:

Ambil lagi contoh pada 2.1.12. ke sini dan selesaikan dengan

metode Gauss-Jordan.
3 17X,] [10
2 4|X,| |20

a. Identifikasi matriks A dan vekiord

3 17, [10
A= ;d=
T

b. Menyususn Matriks gabungan A-d,

3 1
A-d=
2 4

10
20

¢. Melakukan transformasi

Agar transformasi bisa dilakukan dengan lebih mudah
maka matriks gabungan di atas perlu difaktorkan terlebih
dahulu pada baris kedua sehingga menjadi:

3 1)10
05 15

Selanjutnya transformasi dilakukan dengan memilih baris
kedua sebagai basis dan dengan elemen pada baris pertama
kolom kedua sebagai target. Transformasi dilakukan dengan

cara mengurangi elemen-elemen vang ada pada baris kedua
sebesar 1 (satu) kali elemen-elemen padanannva yang ada

A—d=4{
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pada baris kedua sehingga menjadi:

25 05
05 15

Transformasi selanjutnya ditargetkan pada elemen pada
baris kedua kolom pertama dengan baris pertama sebagai
basis. Untuk itu transforinasi dilakukan dengan cara mengu-
rangi elemen-elemen yang ada pada baris kedua dengan

A-d=4

1, .. .
— kali elemen-elemen padanannya vang ada pada baris

1

Karena bentuk di atas belum berubah sepenuhnya
menjadi matriks identitas. maka perlu dilakukan faktori-
sasi atas baris pertama dengan membagi seluruh elemen
vang ada pada baris tersebut dengan 2.5 sehingga berubah
menjadi:

pertama sehingga menjadi:

25 0
A-d= 4[

0 1

d. Memisahkan kembali matriks A dari vektor d,
1 0}2]
0 144

a=]l 9422
0 1 4]

Lihatlah matriks A di atas. sekarang sudah berubah
bentuk sepenuhnya menjadi matriks identitas. Begitu
juga vektor d juga mengalami perubahan pada nilai dari
elemen-elemen yang ada padanva.

A—d=l{

e. Melengkapi bentuk matriks untuk menunjukkan sistem

persamaan
1 o] [x,] [2
0 1][X,| |4

f. Menemukan penvelesaian

Penyelesaian bisa ditemukan jika ekspresi matriks di atas
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diubah kembali menjadi ekspresi persamaan sebagai berikut

ini.
X, =2
X,=4
Lihatlah, setelah bentuk matriks diubah ke dalam bentuk
persamaan maka secara langsung penyelesaian atas sistem
persamaan linier tersebut bisa ditemukan. Dengan kata
lain vektor d hasil transformasi terakhir adalah merupakan
penyelesaian dari sistem persamaan tersebut.

Amatilah, maka akan dengan jelas bisa diketahui perbe-
daan antara metode ini dan metode eliminasi Gauss. Metode
tersebut sudah tidak memerlukan lagi substitusi bertingkat
dari satu persamaan ke persamaan yang lain, melainkan
meneruskan transformasi hingga menjadi bentuk matriks
identitas.

Contoh 5.1.15:

Carilah penyelesaian atas sistem persamaan linier vang
disebutkan pada contoh 5.1.13. dengan menggunakan
metode Gauss-Jordan.

Untuk memulainya hadirkanlah lagi hasil transformasi
terakhir dalam rangka penyelesaian sistem persamaan terse-
but yang dilakukan dengan menggunakan metode eliminasi
Gauss sebagaimana berikut ini:

32 0 0302
A-d=(25 80 0200
5 -1 10|48

Dalam metode Gauss-Jordan transformasi matriks tidak
hanya berhenti sebatas pada mengubah bentuk menjadi
matriks segi tiga saja, melainkan mengubahnya menjadi
bentuk matriks identitas. Untuk itu matriks A - d yang dipa-
parkan di atas periu ditransformasi iebih lanjut. Target trans-
formasi di sini adalah baris kedua dan baris ketiga.

Pada giliran pertama ini baris kedua akan menjadi prior-
itas terlebih dahulu. Pada baris ini, elemen yang menjadi
target transformasi adalah elemen pada kolom pertama.
Untuk keperluan ini maka transformasi akan dilakukan



190

Kontribust Untnk limu Ekenomi: Memahami Model dan Instrumen Pemodelan (seri )

dengan memilih baris pertama sebagai basis. Dengan
mengacu pada bentuk matriks identitas, maka baris pertama
dan kolom pertama haruslah terisi oleh bilangan 1 (satu).
Demi alasan kemudahan dan menghidari komplikasi pula
maka baris pertama perlu difaktorkan agar menjadi bentuk

ikt ini. ) i
berikut ini 300
1 0 0] 32
A-d=3200 so o}
32
5 -1 10| 48

Selanjutnya transformasi dilakukan dengan cara mengu-
rangi elemen-elemen yang ada pada baris kedua dengan 25
(dua puluh lima) kali elemen-elemen padanannya yang ada
pada baris pertama sehingga menjadi:

302 |

10 o 32
A-d=320 so ol-11¢
5 -1 10| 3%

Untuk lebih mendekatakn pada bentuk matriks identitas
maka baris kedua dari matriks di atas perlu difaktorkan agar
baris kedua kolom kedua berisi angka 1 (satu). Untuk itu
baris kedua perlu difaktorkan dengan cara membagi semua
elemen yang ada pada baris tersebut dengan 80 sehingga

menjadi: - -
302

1o o] B

A-d=80320 1 o210

80)32

s -1 10| O

Giliran transformasi selanjutnva adalah baris ketiga.
Transformasi ini akan menjadikan elemen yang ada pada
kolom kesatu pada baris yang bersangkutan sebagai target.
Untuk itu akan dipilih baris pertama sebagai basis. Seterus-
nya transformasi dilakukan dengan mengurangi elemen-el-
emen yang ada pada baris ketiga dengan 5 (lima) kali
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elemen-elemen padanannya yang ada pada baris pertama
sehingga menjadi:

) ]
[ o o 22
A-a=803200 1 ol-10
o 1 10 ®032
26
] 32 |

Baris ketiga masih mempunyai elemen yang belum sesuai
dengan matriks identitas. Untuk itu perlu transformasi lebih
lanjut. Transformasi ini dilakukan denngan menambah
elemen-elemen yang ada pada baris ketiga dengan 1 (satu)
kali elemen-elemen padanannyayang ada pada baris kedua
sehingga menjadi berikut ini.

302

1o o 32

80320 1 0-—2%

A ae (80)32
0o 0 10 B0

] (80)32

Matriks hasil transformasi terakhir di atas belum
sepenuhnya merupakan bentuk identitas karena elemen
pada baris ketiga kolom ketiga bukan bilangan 1 (satu).
Untuk itu bentuk ini perlu disempurnakan dengan cara
memfaktorkan baris ketiga dengan membaginva dengan
bilangan 10 sehingga menjadi bentuk berikut ini.

302

1 0 o 32
A-d=8032)0 1 0}-—10
(80)32
00 1| B
] (80)32 |
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Karena bentuk trakhir sudah menunjukkan matriks iden-
titas maka transformasi sudah final. Selanjutnya matriks
gabungan di atas perlu dipisahkan lagi menjadi berikut ini:

302
1 0 0 32
A=10 1 0[;d= (_8101%3
00 1 93
| (80)32

Dari paparan di depan diketahui bahwa elemen-elemen
pada vektor d adalah merupakan penvelesaian sistem persa-
maan linier di atas. Oleh karena itu maka:

x =302
32

=9.4375
_-1150
27 (80)32
=-0.449219
93

37 (80)32
—0.036328

Lihatlah hasil akhir yang diperoleh darfi metode
Gauss-Jordan di atas dan bandingkan dengan hasil vang
diperoleh pada bagian sebelumnya yang menggunakan
metode eliminasi Gauss. Bisa dilihat di sana bahwa hasil
vang diperoleh dari kedua metode di atas ternyata adalah

~ sama satu dengan yang lain.

2. EXERCISE UNTUK ANALISIS MODEL

Berikut ini disajikan soal-soal untuk exercise vang akan banyvak
memberikan bekal untuk melakukan analisis dalam rangka pemo-
delan.
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#1. Tentukan dimensi dari matriks hasil kali di bawah ini:
a. A B:bh CD;:c.c EF:;ddGH:ee I J:f K
(3x2) (2x3) (2x5) (5x1} (3x1) (bxd} (Ix1){1x3) (ixl1) (4=3) (2x3) (Ix1)
#2. Kalikanlah matriks di bawah ini

203 3 110
aP=|-1 7 ;Q=[7 15 5]
_3 12
_ 2 5
3 11 0
b.O= ‘P=|-1 7
Q 7 15 5]
- 3 12

Bagaimana kesimpulan saudara?
#3, Pandanglah matrileomatrilke Ai hawah ini-

3 -1l 1 8 -
A . B- o1 2
2 7 5 -6 3 -5

Jika seseorang menginginkan untuk memperoleh hasil dari:
AB +AC
Maka tunjukkan langkah yang paling mudah untuk memperolehnya

# 4. Kalikanlah matriks-matriks di bawah ini:

37
e p[0 O
15 0 0

Hasil kali dari perkalian matriks A dan matriks B di atas berse-
suaian dengan sifat bilangan di mana setiap bilangan vang dikalikan
dengan 0 hasilnva juga 0.

Kasus yang diberikan pada #4 adalah kasus yang bersifat umum.
Namun demikian pembaca perlu mempertimbangkan dengan lebih
cermat lagi kasus-kasus seperti di bawah ini,

a. Kalikanlah kedua matrikc di hawah ini

2 8 8 -16
C: ; =
[3 12 -2 4 ]
b. Lihatlah matriks di bawah ini:
E<F= 00 ;
1 0

Temukan hasil kali antaraEdan F.

c. Setelah menemukan jawaban atas pertanyaan pada poin (a) dan
poin (b} di atas, apa kesimpulan saudarar.



194

Kontribusi Untok limu Ekonomi: Memahami Model dan instrumen Pemodelan (seril)

#5. Perhatikanlah matriks berikut ini

2 00
5 1 17
21 1 22

a. Temukan determinan matriks di atas dengan menggunakan
metode sebagaimana yang dicontohkan pada contoh 5.7.

b. Temukan determinan matriks di atas dengan menggunakan
metode Laplace dengan mengekspresikan determinan tersebut
pada baris kesatu

c. Bandingkan, metode mana yang lebih mudah?
#6. Perhatikanlah matriks berikut ini

2 6
3 9
a. Temukan determinan dari matriks di atas

b. Cermatilah matriks di atas terkait dengan nilai determinan
vang saudara dapatkan pada poin (a). Apa kesimpulan saudarar

#7. Perhatikanlah matriks berikut ini

2 05
31 7
51 12

a. Temukan determinan dari matriks di atas

b. Cermatilah matriks di atas terkait dengan nilai determinan
vang saudara dapatkan pada poin (a). Apa kesimpulan saudara?

#8. Perhatikanlah matriks berikut ini

(38

1 3
g8 8
11 12

a. Temukan determinan dari matriks di atas

- O

b. Cermatilah matriks di atas terkait dengan nilai determinan
vang saudara dapatkan pada poin (a). Apa kesimpulan saudara®
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#9. Perhatikanlah matriks berikut ini.

1 0 4
27 5
4 7 13

a. Temukan determinan dari matriks di atas

b. Cermatilah matriks di atas terkait dengan nilai determinan
vang saudara dapatkan pada poin (a). Apa kesimpulan saudara?

#10, Perhatikanlah matriks berikut ini

1 5 7
3006
6 3 15

a. Temukan determinan dari matriks di atas

b. Cermatilah matriks di atas terkait dengan nilai determinan
vang saudara dapatkan pada poin (a). Apa kesimpulan saudara?

#11. Pandanglah kedua matriks di bawah ini.

1 0 101
I= ;dani=
01 1 0

a. Carilah inverse dari kedua matriks di bawah ini.
b. Bandingkan inverse dari keduanva

¢. Cermatilah, apa kesimpulan saudara terkait dengan sifat
matriks identitas vang seperti bilangan 1 (satu).

#12. Kalikan matriks identitas dengan sebarang skalar. anggap 6.
Kemudian cari inverse dari hasil kali tersebut. Apakah inverse vang

diperoleh merupakan matriks yang berperan seperti bilangan l?
Temukan jawaban saudara. ' g

#13. Pandanglah matriks di bawah ini

2 0 3
1 0 15
0 7 7

a. Bisakah saudara menemukan inverse dari matriks di atas?

b. Bisakah saudara menjelaskan hasil vang saudara peroleh pada
poin (a) di atas? Mengapa demikian?
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#14. Perhatikanlah matriks-matriks berikut ini

P=B 16];Q=[; Z]

a. Temukan determinan dari matriks-matriks P dan Q di atas.

b. Cermatilah determinan-determinan yang didapatkan tersebut.
Adakah sesuatu yang menarik? Apakah itu? Cermati dan berikan
penjelasan mengenai mengapa hal itu bisa terjadi

¢. Apa kesimpulan saudara hal tersebut

#15. Perhatikanlah matriks-matriks berikut ini

13 4 13 -9

R= ; S=

9 21 9 12
Lakukan hal-hal yang sama vang ditanyakan pada poin (a), (b) dan
(c) pada pertanyaan 6 di atas
#16. Perhatikanlah matriks-matriks berikut ini

SRR

Lakukan hal-hal yang sama yang ditanyakan pada poin (a), (b) dan
(c) pada pertanyaan 6 di atas
#17. Perhatikanlah matriks-matriks berikut ini

12 25 0 1
;V
-5 11 1 0

a. Temukan determinan dari matriks W di atas

b. Jika matriks W dan matriks V dikalikan. maka temukan
determinan dari matriks hasil kali tersebut

¢. Bandingkan determinan dari matriks hasil kali di atas dengan
determinan matriks W. Cermati apa yang terjadi dan berikan
penjelasan mengenai hal itu

#18. Pandanglah sistem persamaan berikut ini
3X,+2X,-X,=16
9X,+7X,+1X, =4

18X + 12X +3X, =12
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Carilah penyelesaian atas sistem persamaan tersebut di atas.

a. Dengan mentransformasi matriks menjadi bentuk sgitiga atas
dengan mentransformasi matriks menjadi bentuk sgitiga bawah

b. Cara mana (a) atau (b) yang lebih mudah?

#19. Berikut ini adalah sistem persamaan vang perlu diselesaikan.
X +2X, +4X =35
3X, + 6X,+ 13X, =6
2X, + 14X, + 9X, = 24
a. Selidikilah, strategi transformasi mana yang bisa menemukan
penyelesaian atas sistem persamaan di atas dengan cara yang
semudah mungkin.

b. Setelah menemukan strategi sebagaimana ditanyakan pada
poin (a) di atas, bagaimana kesimpulan saudara? Jelaskan.

3 2 -1
9 7 1
18 12 3
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